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RESUMO - Testes de significância de contrastes de efeitos de níveis
de um fator ou de combinações de níveis de dois ou mais fatores
requerem o conhecimento das estimativas das variâncias dos
estimadores desses contrastes. As expressões dessas estimativas para
experimentos com delineamentos complexos, em geral, não são dispo-
níveis em textos. Sua derivação algébrica a partir da equação do modelo
estatístico é trabalhosa. Expõe-se um algoritmo prático para a obten-
ção da variância do estimador de qualquer contraste de parâmetros
para delineamentos completos balanceados. O algoritmo baseia-se nos
valores esperados dos quadrados médios.

Termos para indexação: comparações de tratamentos, delineamentos
completos balanceados, inferência de experimento.

A PRACTICAL ALGORITHM TO DETERMINE THE VARIANCE
OF THE ESTIMATOR OF A CONTRAST OF PARAMETERS

ABSTRACT - Significance tests of contrasts of effects of levels of a
factor or of combinations of levels of two or more factors require the
knowledge of the estimates of the variances of the estimators of these
contrasts. In general, the expressions of these estimates for experiments
with complex designs are not available in textbooks. Their algebraic
derivation from the equation of the statistical model is tedious. A
practical algorithm for obtaining the variance of the estimator of any
contrast of parameters for balanced complete designs is presented.
The algorithm is based on the expected values of mean squares.

Index terms: treatment comparisons, balanced complete designs,
inference from experiment.

INTRODUÇÃO

Freqüentemente, o pesquisador se defronta com o problema de efetuar
testes de significância de contrastes de efeitos de níveis de um fator ou de
combinações de níveis de dois ou mais fatores para os quais não são disponí-
veis as expressões das variâncias dos correspondentes estimadores. Isso
ocorre, em geral, na análise de experimentos com modelos lineares mistos,
com mais de um componente aleatório, como, por exemplo, experimentos
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fatoriais com delineamentos da extensa família de parcelas divididas, experi-
mentos de medidas repetidas e experimentos de ampla abrangência no espaço
e no tempo.

Recentemente, o Statistical Analysis System (SAS Institute, 1992)
implementou procedimento geral de análise para modelo linear misto geral, o
PROC MIXED, que permite a execução de testes de significâncias de contras-
tes para situações mais genéricas, que incluem as que são consideradas aqui.
Entretanto, o conhecimento de expressões algébricas de variâncias de
estimadores de contrastes pode ser desejável.

Milliken & Johnson (1992) apresentam um método algébrico geral para a
determinação da variância de uma diferença de duas médias para delineamen-
to com parcelas divididas balanceado, a partir do modelo estatístico e do
conhecimento da composição dos valores esperados dos quadrados médios.
Eles afirmam que o método pode ser estendido para situações mais comple-
xas, e o aplicam para delineamentos com observações repetidas no tempo.

Entretanto, a determinação de expressões de variâncias de estimadores de
contrastes a partir do modelo estatístico é trabalhosa. Não se tem conheci-
mento de disponibilidade na literatura de qualquer método prático alternativo.
O propósito deste artigo é expor um método expedito, de uso genérico, para a
derivação da expressão da variância do estimador de qualquer contraste de
parâmetros para delineamentos completos balanceados, ou seja, delineamen-
tos com número de observações nas células constante para qualquer classifi-
cação dos dados segundo os fatores presentes no experimento. O algoritmo
baseia-se nos valores esperados dos quadrados médios.  É uma generalização
do método apresentado por Zonta (1989) para a determinação da variância do
contraste de duas médias de tratamentos.

DERIVAÇÃO ALGÉBRICA DA VARIÂNCIA DO ESTIMADOR DE
UM CONTRASTE DE PARÂMETROS

Sejam t1, t2, ..., tT T parâmetros correspondentes aos T níveis de um fator
fixo ou combinações dos níveis de dois ou mais fatores fixos. Então, a combi-
nação linear C = c1 t1 + c2 t2 + ...+ cT tT é uma comparação ou contraste
dos parâmetros t1, t2, ..., tT se a soma de seus coeficientes é zero, ou seja,
se c1 + c2 + ...+ cT = 0.

Um contraste de parâmetros C = c1 t1  + c2 t 2  + . . .+ cT tT é
estimado pelo contraste dos correspondente estimadores dos parâ-

metros: TT221 t�c...t�ct�cC� 1 +++= , onde  tt� é o estimador de tt, t=1, 2,..., T.

A determinação algébrica da variância do estimador de um contraste de
parâmetros, a partir do modelo estatístico, é ilustrada, a seguir, para a situação
de um experimento com dois fatores fixos A e B com delineamento blocos
casualizados com parcelas divididas, com os fatores A e B em parcelas e
subparcelas, respectivamente, e fator de bloqueamento R. Nesse processo,
são utilizadas as propriedades referentes a valor esperado, as pressuposições
e condições usuais do modelo estatístico e a notação adotada por Silva
(1999).
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A forma usual da equação do modelo estatístico para este delineamento
(Federer, 1955; Hicks, 1973; Steel & Torrie, 1980; Montgomery, 1984; Milliken
& Johnson, 1992) é:

abrabbararabr eabbararmy  + + + + + +  = , a = 1, 2, ..., A, b = 1, 2, ..., B, r = 1, 2, ..,R .
A consideração dos fatores de unidade na derivação das variâncias de

estimadores de contrastes de parâmetros é importante para a obtenção das
expressões corretas para muitos delineamentos (Silva, 1999).

A equação completa do modelo estatístico para o delineamento em consi-
deração, com a inclusão dos efeitos de unidade, é:

b(ar)abba(r)ararrabr
e+ab+b+]u[ar+a+]u[r+m=y +′+ ,

a = 1 ,2, ..., A, b = 1, 2, ..., B, r = 1, 2, ..., R, onde  b(ar)e , a(r)u  e ru′  são os efeitos de

unidade presentes no delineamento, correspondentes aos fatores de unidade
�subparcela�, �parcela� e �bloco�, respectivamente.

Considerem-se as pressuposições usuais postuladas com o modelo esta-
tístico (Silva, 1999). O estimador do parâmetro aa, a = 1, 2, ..., A, é o desvio da
média das respostas para o nível a do fator A em relação à média geral das
respostas, ou seja:

...y..ya� aa −=

Logo, o estimador de um contraste genérico dos parâmetros aa , seja,

∑=
a

aaacC ,  é:

∑∑ ==
a
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a

aa ..yca�c C� , ou seja, o correspondente contraste das médias ob-

servadas para os níveis do fator A. Mas:

em decorrência das condições impostas para a situação do fator B fixo:

∑
b

bb = 0 e  ∑
b

abab = 0.

Logo, a expressão do estimador de um contraste dos parâmetros  é:
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A variância desse contraste é derivada como segue:
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desde que  2
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Eb(ar))Var( σ=e e as covariâncias são

todas nulas. Logo,
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MÉTODO PRÁTICO

A simplicidade da expressão da variância do estimador do contraste de
parâmetros obtida na ilustração anterior é resultante das seguintes pressupo-
sições do modelo estatístico:
a) a variância de um efeito fixo é nula;
b) as covariâncias dos efeitos de um termo aleatório correspondentes a dife-
rentes observações são nulas;
c) as covariâncias dos efeitos correspondentes a dois termos aleatórios dis-
tintos são nulas.

Essas propriedades permitem o estabelecimento de um procedimento geral
para obtenção da variância do estimador de um contraste de parâmetros de
um efeito fixo, para qualquer delineamento completo balanceado. Para ilustra-
ção do procedimento considere-se o mesmo contraste genérico dos parâmetros
a a do delineamento blocos casualizados com parcelas divididas. O procedi-
mento compreende os seguintes passos:
1) Identificam-se os termos aleatórios do modelo que incluem pelo menos os
índices variáveis no contraste de parâmetros. Constrói-se uma tabela com
esses termos e as correspondentes variâncias, como a Tabela 1.
2) Para cada termo da Tabela 1, determina-se o produto das amplitudes de
seus índices, excluídos os índices dos parâmetros cujo contraste está sendo
considerado. Preenche-se esses produtos na última linha da Tabela 1.
3) Efetua-se a soma dos quocientes das variâncias pelos respectivos produ-
tos de amplitudes de índices:
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Termo
b(ar)e a(r)u arar

Variância 2
Es

2
Us 2

AR
s

Divisor BR R R

TABELA 1. Derivação da variância do estimador de um contraste dos
parâmetros a a do fator A em parcelas de um delineamento
blocos casualizados com parcelas divididas.

4) A variância do contraste é o produto dessa soma pela soma dos quadrados
dos coeficientes do contraste:
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De modo geral, a variância do estimador de um contraste de parâmetros
pode ser expressa como uma combinação linear de valores esperados de qua-
drados médios (EQM), a partir da inspeção dos EQM. Para o delineamento
que está sendo considerado para ilustração, os EQM completos _ incluindo
os componentes de variância correspondentes aos efeitos de unidade, deter-
minados pelo método de Silva (1999) _, são dados na Tabela 2.

TABELA 2. EQM para delineamento blocos casualizados com parcelas dividi-
das, com o fator A em parcelas, o fator B em subparcelas e fator de
bloqueamento R, considerando os fatores de unidade.
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Pela inspeção da Tabela 2, observa-se que os componentes de variância
que contribuem para a variância do estimador do contraste genérico dos
parâmetros  a a aparecem apenas no EQM da fonte de variação AR, e coinci-
dem exatamente com esse EQM. (A fonte de variação A não é considerada,

pois ela inclui 2
Aσ , que não aparece na variância do contraste.) Nesse caso,

conclui-se que a combinação linear de EQM que compõe a Var( C� ) é, simples-

mente:

[ ]QMAR
c

)C�(Var
BR

2
a E∑= .

A expressão do estimador da variância do contraste C� é, então, obtida pela
substituição dos EQM pelos respectivos QM.

A ilustração do procedimento é estendida, a seguir, para todos os contras-
tes de parâmetros de interesse do delineamento blocos casualizados com
parcelas divididas, com os fatores A e B fixos, em parcelas e subparcelas,
respectivamente, e fator de bloqueamento R.

Em experimentos com esse delineamento, freqüentemente, são de interes-
se os seguintes contrastes de parâmetros dos efeitos fixos:

'aa aa − : diferença de parâmetros para dois níveis do fator A;

'bb bb − : diferença de parâmetros para dois níveis do fator B;

'abab abab − : diferença de parâmetros para dois níveis do fator B em um mesmo
nível do fator A;

ba'ab abab − : diferença de parâmetros para dois níveis do fator A em um mesmo
nível de B.

As expressões das variâncias dos estimadores desses quatro contrastes
genéricos podem ser derivadas simultaneamente, seguindo os passos do pro-
cedimento geral, com o auxílio das Tabelas 2 e 3.

TABELA 3. Derivação das variâncias dos estimadores dos contrastes genéri-
cos dos parâmetros do delineamento blocos casualizados com
parcelas divididas com dois fatores fixos A e B, em parcelas e
subparcelas, respectivamente.

Termo
b(ar)e )(rau arar

Variância
sE

2
sU

2
sAR

2

Divisor:

'aa aa - BR R R

'bb bb - AR - -

'ab ababab - R - -

ba'ab abab - R R R
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Os índices variáveis nos quatro contrastes genéricos são: a e b. Os termos
aleatórios do modelo são: )(arbe , a(r)u  e arar . As variâncias desses termos e
os correspondentes divisores de que tratam os Passos 1 e 2 constam da
Tabela 3.

As variâncias dos estimadores dos contrastes são derivadas, a seguir, de
acordo com os Passos 3 e 4. Obtém-se, para o primeiro contraste:
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Pela inspeção da Tabela 2, pode-se verificar que:

( ) QMARa�a�Var
BR

2
aa E=− ′ .

Procedendo de modo semelhante para cada um dos demais contrastes,

obtém-se:
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Essas são as expressões das variâncias dos contrastes de estimadores de
parâmetros de interesse mais comum em experimentos com delineamento blo-
cos casualizados com parcelas divididas, que se encontram em alguns textos
(Federer, 1955; Steel & Torrie, 1980; Milliken & Johnson, 1992).

Observa-se que para o delineamento blocos casualizados, com parcelas
divididas, com ambos fatores em parcelas e em subparcelas fixos e fator de
bloqueamento aleatório, a consideração dos fatores de unidade não altera as
expressões das variâncias dos contrastes de usual interesse.
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