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'ANALISE HARMONICA®

EDILBERTO AMARAL?

Sinopse

Os fundamentos tedricos da andlise harmédnica e a marcha da anilise sdo apresentados. Um exem-

- plo ¢ estudado, no qual, embora os dados originais nfo se distribuam normalmente, a varidncia nio

sendo independente da 'média,- 0s contrastes necessirios 3 andlise harmdnica apresentam variin-

cias homogéneas, dispensando prévia transformagio dos dados (precipitagbes mensais em Pelotas,

Rio Grande do Sul, 1900/51}, Em outro exemplo, a transformagio &-estudada e realizada, e os

dados transformados sao analisados ( prec:pltagoes mensais em Morro Velho, Minas Gerais, 1855/
" /1951), -

A estabilidade das compunentes harménicas das precipitagbes mensais em Pelotas é testada pelo
método da andliser da variagfo, revelando-se significativas as ondas semestral, quadrimestral e .
anual, as duas primeiras mostrando-se predominantes no curso anual das precipitagbes mensais
{mdximos em fevereiro e em setembro). O teste de completicidade indica que 91,2% da variagio

Y

das precipitacbes médias mensais corre a4 conta dessas trés ondas,

Nio se dispondo dos dados anuais de Morro Velho, nfio foi possivel submetélos ao teste de
estabilidade, Quase tdda 'a variagio entre as médias mensais (99,3%) corre 4 conta da onda anual,
como é tipico em um clima tropical continental (chuvas convectivas no verfio, séca hibernal).

Como contribuigdes originais, foi estabelecida a distribuigio da diferenga entre os guadrados de
duas amplitudes, introduziu-se o conceito d= coeficlente de correlagio cfclica, que nio deve ser
confundido com o conhecido coeficiente de correlagio serial, e adaptou-se 0 método de Fuhrich,
permitindo sua aplicagfio na analise harmdnica, 0 que tem importineia pritica nos casos em que as
componentes harménicas sio em nimero considerivel, determinando-se, entdo, apenas aquelas com-
ponentes cujas amplitudes sfo relevantes. i

Inclui em apéndice as dedugfes matemdticas, a fim de aliviar o texto. Apresenta também alguns .
parigrafos sbbre testes de normalidade e transformagio de dados, visando &

variincias,

INTRODUCAO

O objetivo do presente trabalho & eminentemente
diditico. Do ponto de vista técnico, deve entender-se
como trabalho preliminar, pretendendo-se aplicar o

QO presente trabalho foi remodeiado e ampliado, apés
ter sido apresentado no Curso de Pés-Graduacio em Clima-

tologia Agricola, realizado na Escola Superior de Agricultura

“Luiz de Queiroz” Piracicaba, 530 Paulo, de julho a se-
tembro de 1963, sob o patrocinic do Servige de Meteorologia
do Ministério da Agricultura.

1 Recebido para publicagio em 25 de maio de 1986,

Boletim Técnico n.° 56 do Instituto de Pesquisas e Expe-
rimentagio Agropecudrins do Sul {(IPEAS), mea Postal E,
Pelotas, Rio Grande do Sul.

¢ Eng.” Agrénomo da Segfio de Docurnentagau e Esta-
tistica do IPEAS e Professor Catedritico de Matem4tica da
Escola de Agronomia Eliseu Maciel, Pelotas, Rio Grande
do Sul.

4 homogeinizagio das

método na andlise harménica de médias on totais de
elementos climéticos, na base de pentadas ( periodos
de cinco dias). .

Meétodos mais gerais de. anilise penodogré.flca,
apliciveis quando o perfodo fundamental nio é
conhecido, sio apenas mencionados, devendo cons-
tituir assunto de um futuro trabalho. '

O estudo sbbre a distribuicio da diferenca entre

~os quadrados de duas amplitudes, sébre seu signifi-

cado e a adaptagio ja referida do método de Fuhrich,
constltuem, Possive]mente,_ contribuictes originais,
Esta tltima contribuigio nfio s6 parece constituir uma
natural introdugfio ao método de Fuhrich de andlise
periodogréfica, como também permite determinar as
componentes na ordem decrescente de suas. amplitu-
des, 0 que tem importincia pritica quando o nimero

z

de componentes harménicas é considerével.
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GENERALIDADES

A anilise harménica é um dos métodos de estudo
dos fendmenos periddicos ou quase periddicos2.
Désses métodos, é ela, sem davida, o mais bem sis-
tematizado, sendo de aplicagiio obrigatéria quando o
periodo fundamental é conhecido e o processo ndo
se reduz, sabidamente, a uma onda senoidal simples,
tal como ocorre com o curso anual ou diurme de
um elemento climdtico em uma localidade.

Uma fungfio x=x(t), onde a varidvel independente
¢ ndo . representa, obrigatdriamente, tempo, diz-se
periédica de periodo T se

x(t + T) = x(t),

isto é, se z(¢ + T) ¢é idéntico a x(¢) ou, o que é
o mesmo, se x(x + T} = x(t) qualquer que
seja o valor de . E o que ocorre, por exemplo, com
a fungio 4

x = a sen, (ft + A},

fungio senoidal simples, que é periddica de periodo
T = 2n/f, se f e A sdo expressos em radianos, e de

periodo T = 360/f, se f e A sio expressos em graus.

Quando ¢t varia de - w a 4 oo, sen(ft + A}
assume, periddicamente, todos os valores compreendi-
dos entre —1 e +1 e, portanto, x = a sen (ft + A)
assume todos os valores compreendidos entre —a e

+a. A constante g representa, assim, a metade da -

oscilagio da funcdot e se denomina amplitude da
oscilagio; f=2r/T radianos, ou f=3860/T graus, é a
freqiiéneia angular e f/2m, ou f/360, é a freqgiiéncia
isto é, o nimero de oscilagdes completas por unida-
de da varidvel ¢ (por unidade de tempo, se & ésse
o caso). O dngulo A, em radianos ou em graus, é
o dngulo fase; duas fungfes senoidais

2, = asen (ft + A,),
aysen (ft + A,),

que tdm o mesmo periodo (e, portanto, a mesma
freqiiéncia), mas diferentes 4ngulos fase, estio
defasadas, sendo 4, — A; a diferenca de fase,
expressa em ‘graus ou radianos; pode-se escrever

Ty = 0, S€N [f (t+A—i;;—é)+A,:|, ’ A

i

*g

8  Por fendmeno quase periédico, entende-se, com Brooks
e Carruthers (19533), aquéle em que ¢ valor do elemento
estudado nio se reproduz exatamente em certos intervalos de
tempo, como se a um processo estritamente periddico, se su-
perpusessem influéncias modificadoras, de caniter aleatério.

¢+ Por oscilagdo de uma fungio, entende-se a diferenca
nio negativa eptre sen extremo superior e seuw extremo in-
ferior, :
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de modo que, s A, > A, e ¢ & 0 tempo, 2 onla
senoidal %, estd atrasada em relagio a x, de
{4, — A,)/f unidades de tempo.

Num circuito de corrente alternada puramente
resistivo, a tensfo e a intensidade da corrente estio
em fase, isto &, ambas se anulam simultineamente e
passam simultineamente pelos valores criticos corres-
pondentes (mdximos e minimos), como se pode ver
na Fig. 1, segundo Van. Valkenburgh et al. {1960).

Num circuito puramente indutivo, a tensio e a
corrente estdo defasadas de 90° (Fig. 2), isto &, de
um quarto do periodo,

~ORRENTE £aTA0 BM TASE

€ 4 circurto com
RESISTENCIA FURA

FONTE D
TENSAD CA R

: ESTAOQ ;
aAD E A coR%%"TE ,
DEFASBDAS " )

e/ M circurto coM
INDUTANCLA PURA

FONTE DE
TENSAD CA {

FIG. 2. Circuito fndutivo.

Se o circuito tem resisténcia e reatincia indutiva,
a onda da corrente (intensidade) estd atrasada em
relagio 4 tensio de um Angulo compreendido entre
zero e 90°% assim, por exemplo, se a resisténcia e a
reatincia indutiva sio iguais, a defasagem ¢é de
43° (Fig. 3).

O dngulo  fase ¢ de 45°

quando 3 resistincia & &

reatincla Indutlva sdo
iguals

48°

80°

. Fonte de

Tensio CA

FIG. 8. Circuito resistivo-indutivo,
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As Figs. 2 e 3 sfo da mesma procedéncia da
Fig. 1. 5 _

Na Tig, 4, segundo Blackwood et al. (1962),
representa-se um instrumento uwsado para estudar os

sons, Fazendo vibrar um diapasfo junto ac bocal do

diafragma, éste serd impelido para dentro e para fora
pelas ondas sonoras, transmitindo-se o movimento
alternativo ao ponteiro e tragando-se uma curva
ondulante numa pelicula que se desloca com veloci-
dade constante.

T Pelicula

mével

O p

4

i
A .
, J |\ Pivd
419 R
Ai 2l )

Diafragma

TITLT

FIG. 4. Instrumento para estudo dos sons.

A Fig. 5 mostra as curvas produzidas por diapa-
sbes de freqiiéneia (A), de 100 vibragBes por se-
gundo, (B}, de 200 vibrages por segundo, (C), de
600 vibragdes por segundo e (D), pelos trés diapasdes
vibrando simultineamente. Como se pode ver, com-
parando com a Fig. 6, o som produzido pelos trés

J\/\/H
[WVAR WY,

@0

@ <]

FIG. 5. Tracos devidos a diapasdes de diferentes fréqiiéncr‘as.
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FIG. B, Tragos praduz;'dos por sons de vdrios instrumentos
e da voz humana.

diapasdes, vibrando simultineamente, assemelha-se
ao de um clarinete.

“Quando dois sons soam bem juntos, &les estio em
harmonia. O grande matemético e filésofo Pitigoras
descobriu a lei da harmonia hi vinte e cinco séeulos.
Dois sons estio em hermonia se a relagdo enire suas
freqiiéncias for igual & razdo entre dois ndmeros
inteiros pequenos”. (Blackwood et al. 1962).

O som de menor freqiiéncia, num grupo de sons
em harmonia, 4 o primeiro harménico ou som funda-
mental; o de fregiidncia n vézes maior, sendo n
inteiro, é o harménico de ordem #.  Assim, na
Fig. 5, sdo ilustrados os sons produzidos pelo pri-
meiro, pelo segundo e pelo sexto harmfnico. A
curva representada em (D), na mesma figura,
resulta, pois, da sintese dos trés harménicos. A
comparagdo com a curva produzida pelo clarinete
(Fig. 6) sugere a possibilidade de realizar a

" andlise harmdénica, isto é, discriminar os sons puros

que, soando em conjunto, reproduzem o som .do
clarinete,

Outros exemplos de fenémenos periédicos sio a

-altura do Sol acima do horizonte ao meio dia em

uma dada latitude, e a hora do nascer e a do pér
do Sol, também em uma latitude dada.

Muitos fendmenos meteoroldgicos, astrondmicos e
geofisicos, como o fendmenc das marés, o nimerc de
manchas solares, 0 curso diurno e o anual de ele-
mentos climéticos, da temperatura, por exemplo, sdo
fendmenos quase periddicos. O tema do presente tra-
balho € a analise harménica désses fendmenos,

. FUNDAMENTOS TEGRICOS

Demonstra-se {Ver apéndice, itens de 1 a 7}, que,
dividinde-se a circunferdncia em n arcos iguais,
r = 2n/n radianos, ou r = 860/n graus, valem as

.identidades.

Pesq. agropec. bras. 3:7-43, 1968
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eere -+ cos (n—‘l)r o=

cos 0 + cos r + cos 2r + 0
cos O + cos 2r . + cos'4r 4+ ..o+ cos En — D)r =0
cos 0 + cos Le  + cos 2L+ At coshin—1)r =0
sen O -} sen r - + sen 2r + cviiFsen (n—=1p = =g
sen O + sen2r © A sendr .+ ...+ osen 2n ~ L =0

sen 0 4 sen 3r sen 6r + . —|-sen3(n—1)r-_— . .
sen 0  sen I v+ sen 21.,.11' Fovn.. 4+ sen I.._l(n_— I)r =0

~ onde I, I(ﬂ/2) é o maior inteiro que nio supera n/2 e IM ¢ 0 maior que nio supera (n -~ 1)/2.

Venhcam -se, ainda, as identidades:
cos O cos O + cos ir cos fr - + cos 2ir cos gr + + cos (n — L)ir cos (n — (n—=1)jr=10

sen 0 sen O + sen ir sen jr 4 sen 2ir sen 2fr  +-.... 4 sen (n — Dirsen (n — (n = 1)jr=190
sen 0 cos O + sen ir cos fr . 4 sen 2ir co3 2r  + .... +sen (n — Lir cos (n — (n—1)jr=10

) sendo { e j inteiros positivos, z;-é;, e, também,

cost O + cos? ir + cost ir + :, . + cos® (n — L)ir = n/2 (n impar o z<n/2 se n é par).
cos? 0 + cos® ir 4 cos® 2ir + .... 4 cos® (n — Iir =n(i=n/2 npar)
sen? O + sen® ir 4 sen® 2ir 4+ ..., 4 sen® (n — L)ir = n/2 (n impar ou i<n/2, se n é par),

Resulta das férmulas precedentes ortogonalidade dos n-1 contrastes®

%005 0 + %008 * o x4c08 2r . b ... F xacos (n — D B
xc08 0 + x,c08 2r 4 zgcos dr ... 2ec0s2 (n — Dr o

x 008 O - x,c08 3r + x;cos 6r 4+ .... + xacos3 (n — I)r

“x,008 0 4 x5c08 Ly -+ x,c08 2nr + vois F xacos I.\ (n —r

x8en 0 4 x5en 1 + xgsen 2r + ceis + Xnsen (n — I)r .
xsen O 4 xysen 2r 4 xgsen 4r 4 ... 4 msen (n- L

x,5en O '+ x,sen 3r + xgsen 6r + i F xasend (n = Ir

xsen 0 4 xpsen I r 4 xsen '21,‘_11_ + evei o xsen I, (n— 1)

onde r = 2x/n radianos ou r = 360/n graus, X, a soma dos quadrﬁdos das diferengas entre os

I, = I(n/2} é o maior inteiro que ndo supera n numercs € sua média aritmética pode exprimir-se
n/2 e I,, é o maior inteiro que nio supera  na forma :
(n — 1)/2. _
Sen éimpar, I, , = I, _(n—-l)/ﬁleanormaB K (:c,——-E)’-—z- _|_ Xf,_,‘
de tddas as n.— 1 formas lineares é igual a n/2 BRLE _, N,._,

Se n é pér, I.=mn/2el, , = (n/2) — 1;
neste .caso, a norma da forma livear
x,co8 0 -} xye08 Ir 4 x5c08 2Ir + ...+
x,c08 I (n — L)r
é Igual aneade todas as demais & igual a n/2.

onde ¥ ¢ a2 média aritmética dos x; eNp, Ny, ...,
N,.; sdo normas dos contrastes respectives. Désse
modo, o conjunto dos n — I graus de liberdade entre
05 1o MAMEroS, Xy, Xz ..., ¥, decomple-se em
n — 1 graus de liberdade, cada um déles correspon-

_Demonstra-se que,’ dados n — I contrastes . Xt
ortogonais entre n NAMErOs, %5, Ty ..r., T, _dendo a uma componente F‘da variacio entre os

~ontrastes que serio designados por X X, e n nimeros.

& Denomina-se * contraste , uma forma lincar cuja soma dos coeficientes i u;ual 8 zero; assim, Sry—ag— i, =%
& um contraste.
¢ A norma da forma linear ar¥t +aesxs tgezs+ ... Tagz,

t
¢ a soma dos quadrados dos coeficientes da forma, isto ¢, af +a'+ g+ + af.
. f]

Pesq. agropec. hras, 3:7-43. 1968



ANALISE IHARMOXNICA 11
. QUADRO 1, DPrecipitacies mensais, ajusiedaa ¢ um més de 30 dias (Pelofas, 1900/1951) -

1£00 01 02 03 04 05 41} o7 08 00 10 11 12 13 14 15 16 . 17

Jan. 54,3 750 1006 34,6 100 21,8 19,5 150 1175 1437 1970 1140 78,7 ‘4;!.5 191,3 1283 l 1250 708
Tey, 8,8 13L9 2128 2143 2243 16535 1,3 1046 1184 1071 57,2 65,6 - 126,2 820 765 1654 51,2 1135
Mer. 1815 2,0 176t 36,1 49,1 1,0 484 2718 284 08,7 1184 - 39,7 669 1460 2760 1223 66,2 93,7
Abr. 61.7 47,9  152,1 1680 784 1049 2087 129 1463 850 1718 2307 130,7 39.6 1462 1263 51,6 349
Mai. 1395 100,6 132,58 3 112,65 1051 95,8 440 1502 . 21,5 12,8 50.6 342,7 4684 436 2024 70,5 244
Jun. 28,7 22,6 564 2199 1759 689 2560 1613 1389 2007 24,1 87,5 1480 42,4 2878 50,7 752 30,2
Jul. 165,0 51,4 2815 546 70,0 200.4 47,9 738 959 160,2 63,8 28,1 1330 1442 3136 1351 17,8 410
Azo. 2113 64,8 142,7 1747 1544 1884 219,2 67,0 1285 15.9 01,8 1782 1543 890 1395 -799 138,86 518
Set. 10,7 2257 1367 70,3 88,0 2234 55,8 1EG,7 17,0 123,68 1589 144 26,7 86,9 2108 18438 94,0 438
Out. 89,4 63,7 §4.0 726 16485 1456 1287 55,4 56,6 49,3 33 14,5 81,0 821 2602 709 -37,0 313
Nov. 35.3 40,7 2178 1448 75.8 65,0 53,1 17,6 1048 779 42,1 1636 82,2 4531 2424 1125 40,3 - 36,2
Dez 117,6 42,2 882 1507 1243 1930 382 1339 344 1128 147 1804 1324 381 1118 6.5 65,7 105,8
1298,2 9284 17723 1321,1 14841 14830 11035 11448 12887 118546 9800 - 13073 15108 B87L5 22995 14301 9880 6824

1918 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 a1l 32 33 34 3%

Jen 83,8 ‘ 22,4 789 63.6 1538 1761 270 1254 32,3 £0.0 574 1158 839 2319 305 78 146,8 44,2
Lev 255.2 53,4 1967 1050 2274 68,7 47,5  267.2 6.4 62,3 1205 1486 1184 550 242,6 - 182,86 2324 1833
Mzrr. 733 17,1 223 1321 22,6 41,6 2368 29,1 34,3 85,5 93,9 1182 1316 1370 2605 26,1 140,56 173,5
Abr. 61,0 1059 85,1 30,8 82,0 1062 1552 37,8 1311 1818 1139 58 1052 768 4167 310 25,6 . 162,56
Mui. 128,2 871 60,7 1224 63,8 32,8 42,9 194,3 41,2 43,5 1041 944 11656 2103 160.2 35,1 1778 259
Jun 109,8 1205 3285 1270 65,9 37,8 02,8 0,0 1450 1215 1844 762 1373 168,68 57,0 611 162,% . 1624
Jul, 1016 253,1 70,6 20,8 42,1  118,8 64,7 56,3 2376 1058 1429 819 - 59,0 1007 96,8 - 1869 457 724
Ago. 42,1 89,0 26,6 778 1478 2118 161 1408 64,1 79,4 738 2026 1795 - 41,8 1539 1052 100,0 91,9
Set 288,6 76,0 36,0 1106 89,2 1530 1229 1630 1049 91,7 103.6 1258 1102 17,5 174,00 "1280 173,3 2252
Out. 173,4 no 644 1779 45,9 46,0 6,5 180,68 1362 1501 83,3 1807 639 344 1659 - 444 149,00 14,9
Nav, 51,6 1546 1260 b6,4 55,7 1540 24,8 §2,2 96,1 47,7 9,6 26,1 87,8 1£086 53,8 255 82,4 523
Dez 7986 1001 42,8 3.9 1161 1852 8 11390 51,6 1002 4,0 4L0 1104 222 82,7 855 81,9 1489
14481 11202 11974 10392 11134 13380 9159 13756 10798 1149,1 11283 1276,1 13127 12748 ‘1703,6 9685 ]5?1.0 ];134,4'

1936 a7 38 30 40 41 42 43 41 43 48 47 48 4% 50 ) 51 Boma Média
Jan, 62,4 62,4 2245 80,4 2603 2625 66,1 248 2369 42,7 1100 08,6 3203 850 101 1258 54030 1039
Fev, 1839 2021 723 1248 1004 1823 10,8 1078 58,3 740 2344 R4,8 85,4 97,5 257,1 1085 68835 1325
Mar. 944 L840 1374 1008 752 420 1682 37,0 2933 7,7 15,3 2,7 81,5 20,2 1079 1412 5513,4 1060
Abr, 2211 14,8 920 1458 2029 2741 130,6 3.7 43,8 53,8 39,6 48,0 92,0 850 84,0 786 52731 1014
Mai. 3759 1007 25,9 556 1611 2838 232, 82,8 21,8 53,4 59,5 85,5 36,2 34,0 1749 §3.9 52978 1019
Jun 214,95  E20,1 14,7 2120 1418 581 143 69, 102,8 582 1266 5.5 19,0 73,2 1298 70,1 6107,8 1IT5
Jul. 657 2717 1251 21,0 1200 1074 731 87,3 160 12,5 1141 643 11,6 23,7 954 1,7 55191 1061
Ago. 158,5 1823 70,2 157,58 25,6 421,F 1264 40,5 727 1645 . 1279 54,8 12,3 . 875 653 675 61264 1178
Set. 23,2 2020 2186 1145 7.4 51,2 20,3 73,8 64,8 88,5 1466 2122 240,8 1482 1056 130,7 666L0 1281
Out. 3244 86,9 67,0 00,4 2361 50,6 - 127,3 34,0 1515 41,3 . 1619 44,1 91,0 1731 542 . 476 51759 . 99,5
Nov. 44,9 60,5 54,4 86,4 85,6 1158 13,2 86,8 44,4 86,4 99,3 87,1 1032 10,0 482 1442 40893 788
ez, 11,5 6,8 63,2 63,5 1944 B39 23.1 48,7 17,8 57,2 64,9 52,8 296 71,5 10,7 46,2 42604 - 82,1

1860,8 1712,1 1202,3 12611 16908 1913,2 12183 6756 1i27,6 8612 13001 9103 14229 10079 12232 10200 66319,5
APLICACOES NA ANALISE HARMONICA Uma estimativa désse movimento peribdico anual

Exemplificar-se-4 com as precipitagdes mensais
em Pelotas, de janeiro a dezembro, nos anos de 1900
a 19517, ajustadas a um més de trinta dias, transcritas
no Quadro 1. .

Embora a.precipitagio em cada més nio seja a

mMEesmMa nos anos sucessivos, pode—se presumir ‘que as
diferencas correm 4 conta de variagGes anuais que se
superpem a um movimento periédico anual,

T 0 ajustamento foi feito multiplieando a precipitagio
mensal por 30/31, nos meses com 31 dias, por 30/28 no
més de fevereiro dos anos comuns e por 30/29 no més dz
fevereiro dos anos bissextos, reduzindo-se, assim, tédas as pre-
cipitagfies mensais a um més de trinta dias.

é dada na ltima coluna do Quadro 1, onde se acham
representadas as médias das precipitagdes de cada
més nos 32 anos decorridos de 1900 o 1951. Nio se
discutird, no momento, a validade dessa estimativa,
no caso das precipitagfes- mensais.

A
variagio periddica de pericdo T, em ondas senocidais
de periodos T, T/2, T/3, ete.

No caso das precipitacfes mensais, tem-se T =

anilise harménica - permite decompor wma

12 meses, considerando-se o més como unidade de
tempo; a variagio® anual pode decompor-se, neste
de

caso, em seis ondas senoidais de periodos

Pesq. agropec. bras. 3:7-43. 1963
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QUADRO 2, Tolais dag precipitaghes mensaie {1900/51) e coeficienice para @ andliss harménica .

Més i i ean 301 sen 301 eod 604 sen G0i eoa B0i sl Slgli eos 1201 sen 120 o008 150i  sen 1501  cos I80i
J 0 54030 0 1 0 1. 0 1 0 1 0 1
F 1 6 883,5 0,868 0,5 0,5 0,866 ] 1 - 0,5 0,866 — 0,868 0.5 —1
M -2 5 5134 0.5 0,866 — 0,5 . 0,808 — 1 \] — 0,5 - 0,866 0,5 ~— 0,866 - 1
‘A 3 52731 1] 1 —1 0 ¢ -1 1 0 0 | e |

M , 4 |5 297,8 — 0.5 - 0,80 — 05 — 0,568 1 0 - 0.5 086 =—05 . =--00868 1

v & . 61078 — 0,866 0,5 0.5 — 0,866 Q 1 - 0.5 — 0,866 0,866 0.5 —1

J § 55191 —1 0 1 [ —1 0 1 0 -1 .0 1

lA 7 6 126,4 — 0,866 — 05 0.5 0,866 0. — 1 — 0.5 0,808 0,888 =-—05 —1

I8 8 6 6681, — 0,5 — 0,866 — 0,5 0,866 1 Q — 06  — 088 —05" 0,866 1
0 ] b5 1759 0 —1 -1 - 0 0 1 1 -0 0 -1 -1
N 10 4 089,3 0.5 — 0,566 - 0,5 — 0,866 -1 0 — 0.5 0,868 0.5 0,866 1
D ) 11 - 4 269,4 0,868 — 0,5 0.5 — 0,566 0 —1 — 0,5 ~— 0866 — 0868 — 05 - —1
= 1
12, 8, 4, 2 e 2 meses, resPectlvamente osc1lando "=z Sa sen 2r

acima e abalxo “da precipitagio média  anual
reduzida a um perfodo de trinta dias.

Fazendo - _ . o

z; = p, Fpioos irdpgeos 2ir+psco§ 3ir-p cos
dirt-pscos Sirtpgeos Girtq,sen irtq,sen 2tr+q,sen
Birt-q,sen 41r+qssen 5ir,

360° o ! :
7Y _30 12£_012,....,

11 (subtrainde 1 do ntmero de ordem do més),
preparou-se 0 Quadro 2, no qual se encontram as
somas. das precipitacdes mensais em Pelotas, de

onde r =

" para cada um dos doze meses8,
. Em’ virtude da ortogonalidade, o sistema de doze

: equagoes lineares nas doze incédgnitas p, pp Pas

cevir Por' Qoo Gar +evvs G5 € facilmente resolvxdo,
“obtenda-se . ‘

Py=%
1 U .
P = -E-‘So x; cos ir
1 i ,
'p,=?‘S 2; cos 2ir
11 s
p,:--ﬁ—_‘So:cgcosb’zr
11 .
Ps = 1—2‘802; cos 6ir
1 ,
q1=-g-i:5'ax.-senlzr

®  Representam-se na tabela, os totais e ndo as médias,

porque se pretende fazer, adiants, uma anélise conjunta dos 52
anos. :
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© 1900 a 1651, redu21das a um més de trinta dlas, e’
o8 coefmentes de Py Pos vves Por Gis Ggn +ovv G5

1
Qs =— 8 x;8en 5ir
’ 8i=0

t . s
Somando os quadrados dos desvios das precipita-
¢bes mensais em relagdo & precipitagio medla anual,
reduzida a trinta dias, obtém-se

‘§o(zs—§)’=6(pf+q trtgt .. +oit

+oi-+2nd),

decompondo-se, assim, a variagio entre os meses em
11 componentes ortogonais, cada umsa delas corres-
pondendo a um grau de liberdade,

“Grupando os térmos em p; e ¢, tem-se

picos fir + qgen jir = a; (sen A;cos jir + cos
“Agsen jir) =

agen (jir~ + A,)

onde af = pf + g} £,

e d;=arciy —
o quadrante onde se enconira A, sendo determinado
pelos sinais do seno e do casseno (sinais de p; e de
q;), respectivamente.

-Quanto ao térmo em p,, tem-se

‘ paros 6ir = agen (Gir + A;)

onde 2 = |pe| & As & igual a 90° ou a 270° con-
forme seja p positivo ou negativo.

No caso em estudo, sendo n = 12, tem-se ¥ = 30°
e, assim

x, —x = agen (30i + Ap) 4+ apsen (60i + 4,)
+ agsen (90i + A,) +
+ @, sen (120i + A,) 4+ a; sen (150i + A;)
+ a, sen {180i + 4,), ‘
sendo A; igual a 90° ou a 270° conforme seja py
positivo ou negativo.
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A variagio anual da precipitagio decompde-se,
dessa forma, em seis ondas senoidais, da forma

agen (30it + Aj)

de periodo igual a 12/j meses, de amplitude a; e de
fase A, ‘

A soma dos guadrados das - diferengas entre as

precipitagbes mensais e a média da precipitagio anual,
reduzida a trinta dias, exprime-se em fungio das
amplitudes das ondas senoidais, na forma

S =T =6 + o} o+ af + o) + 120

correspondendo 2 graus de liberdade a cada wma
das cinco primeiras parcelas e 1 grau de liberdade i
iltima componente, 12af.

MARCHA DA ANALISE

Dividindo por 12 a soma dos totais mensais das
precipitagGes mensais (Quadro 2), tem-se

| _
Po =587 = 5 626,63.

A precipitagio média anual, reduzida a trinta dias,
seria obtida dividindo p, pelo ntimero de anos, 52 no
caso. DPreferiu-se, entretanto, trabalhar com os
totais, e nfo com as médias, para utilizar, adiante,
aquéles totais nos testes de significincia das
amplitudes das componentes harménicas, '

Dividindo por 8 a soma dos produtos das preci-
pitagies mensais - pelos valores correspondentes de
cos 30i e, respectivamente, de sen 30§ {Quadro 2},
obtém-se

P = %S:c.- cos (301) = — 371,74

g = -—;,-Sx. sen (306) = 241,25

¢, de maneira anéloga,

Pe =2 Sz cos (60) = 231,00
P .

gy = ?S x; sen (600) = 782,32

Pg = %S:r; cas (90) = 373,30
1 .

Qs = ?S x; sen (900 = 416,38

P = %,-Sx; cog (1200) = — 183,85

4= -%.—Sm; sen (1200) = — 22,34

P = %S:c. cos (1500) = — 59,61

¢ = —;—Sz'.- sen (1600) = 223,73

P = 1’—233:.- cos (180i) = — 118,73,

Note-se que, no cdlculo de p,, o divisor é 12 «
nio 6 como nos demais.

Com é&sses dados foram calculados as amplitude:
¢ os Angulos fase das componentes harménicas:

a =Pl +qf = }43,16, A, =arc tg% = 302069
1

Qg = VPt g = 815,71, A, =arc g gi’- = 1627

£

0y = VP + ¢ = 659,82, A, =arc tg-? = 41061
. I e

o = Vi td=185,20, A, =arc tg% = g63 0y

%
o = V'p} + ¢} = 281,54,

= 112,73, A, = 2100

4, = arc zg-;l‘- = 845°05"
a

Gy = [ 2]

1104 /-\

100 4
90}

7]

130 @ °

120 e . _
10

100 f \e
90
fo 4
704

JFMAMJIJ A S 0CND

FIG. 7. Vc.zriap&'a anual des precipitagbes mensais em Pelotas,
1900-1951. .

Pesq. agropec. bras. 3:7-43, 1968
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Na Fig. 7, estio representadas as harménicas de
periodos de 12, 6 e 4 meses, que foram significativas,

como se verd adiante, agen (30ji + A), § = 1, 2

f ‘
e 3, e a sinteses dessas ondas, a,sen (30i + A,;) +

agsen (60i + A,) + agen (90i + A,), onde as
ordenadas sdo os desvios em relagio 4 média anual
{p,/62 = 5526,63/52 = 106,28) e as amplitudes
foram divididas por 52, para reduzi-las a um ano
médio.

TESTE DE SIGNIFICANCIA ®

Admitindo-se que as precipitagbes mensais se
distribuam normalmente em térno das respectivas
médias com a mesma varidncia ¢2, demonstra-se
que a distribui¢io das amplitudes  das componentes
harmdnicas ¢ dada pela equacio diferencial

— Na?®
dP—& “’“’d
ﬂ'

t

onde a ¢ a amphtude da onda e N o periodo funda-
mental {no caso, N = 12 meses )10, .

Essa & a chamada dlstrlbulgao circular normal””
(Brooks & Carruthers 1953), que se¢ aplica, também
na andlise . estatistica de ventos e, em geral de
varidveis vetoriais.

A verdadeira variincia, g2, nio é conhecida, mas

pode ser estimada com base nas observagfes de um

conjunto aprecidvel de anos.e estendida aocs anos
posteriores, o que implica em admitir a estabilidade
da variincia.

A diferencial
. Ar — Nofya? . :
dP—Efe de, 0€a<+ =,
é, a menos de um infinités;aimo de ordem superior 4
primeira em relacio a da, a probabilidade da ampli-
tude de uma onda casual compreendida entre a e ¢
+ da.

.Adotando-se o nivel de significincia de 5%
{o = 0,03), o valor de a acima do qual a amplitude
de uma onda, com dois graus de liberdade, serd
significante, ¢ dado pela equagio integral

& Ng —Natyo!
| 2
Integrando, tem-se
-~ Na*jjo

— Natjot |* : ot

—e = 1 —e Uy,
2 O leitor exclusivamente interessado nos aspectos pra-
ticos do problema, poderid deixar de ler éste purdgrafo e os
quatro seguintes, passando diretamente ao paridgrafo sébre a

anahse da variagiio (pz’lg 28).
" Ver Conrad e Pollak (1950), § 13.1. 1.

—f—a=055..
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donde
‘ — Natat e
=e 'M.“a ¢ a=2¢ /ﬂf-’
Assim, se o = 005 = 1/20, )
afzo ,L—GKI—Q—Q,

onde Log 20 = {log 20)/0,434 3, ou

=\g/V N,
= 2~/ Log 20.

Brooks e Carruthers {1953) observam que, se di-
versas ondas forem calculadas, o nivel de significn-
é suficiente, pois, por definicio, uma

onde

cia de 5% nio é
em vinte das amplitudes calculadas em uma sucessio
excede o valor correspondente aquele nivel. Nestas
condigfies, os mesmos autores recomendam um teste
de amplitude miltipla, fazendo », = 2 4/ Log 20n,
onde n € o nimero de ordem da amplitude na su-
cessdo ' das amplitudes a testar, dispostas em ordem
crescente.

Se uma das amplitudes niio for mgmﬂcatwa tam-
bém serdo consideradas ndo significativas as ondas
de menor amplitude.

Os valores de },, para n de 1'a 33 e para n =
50, n = 100 e n = 300, encontram-se no Quadr'o‘S.

O estabelecimento da férmula , = 2+/ Log 20
encontra-se noe Apendlce, 1tem 8, no presente tra-
ba]ho . _

O teste de amplitude miltipla acima recomendada
obedece ao critério de Newman e Keuls, citado por
Cochran e Cox-{1960), § 3.53. ‘

Como observa Duncan {1955), quando testes
miltplos sio independentes entre si, como ccorre
no caso (ue estd sendo considerado, nio had por que

- recorrer a um teste de amplitude miltipla: o uso

conjunto de testes independentes, com o mesmo
nivel de significincia, é tio valido como se os dados
que servem de base a cada um déles proviessem de
observagdes distintas. Segundo Duncan (1855}, por-
tanto, tddas as amplitudes em uma mesma andlise

" harménica seriam testadas comparando cada -uma

delas com a =Xe/+/ N, onde » = A,
= 3,46.

'”\/Log;?t)n

QUADRQ 3, Teste de signifivincia de ampliludes de ondas harménican

n 1 2 3 4 3 6 7 8 [ 0
An 348 B84 405 419 420 438 4,45 451 456 400

nooI 12 13 14 15 18 7 18 19 20
Ap 464 4688 472 475 AT 450 483 485 498 490

n .21 22 23 - 24 26 26 27 28 20 30
An 492 483 495 497 499 500 502 503 504 508

noal 2 . 33 34 33 34 ... &0 100 00

~An 507 608 510 511 KI2 413 ... 526 551 590




ANALISE HARMONICA 15

O QUADRADO DA AMPLITUDE

‘Alguns autores apresentam periodogramas onde as
abscissas sdo os periodos das ondas harménicas
(N,N/2,N/3...) e as ordenadas os quadrados das
amplitudes respectivas, Fora désse caso, onde o qua-
drado das amplitudes é usado para tornar mais nitidas
as diferengas entre elas, trabalha-se, geralmente, com
a prépria amplitude, _

Parece ao autor, entretanto, como serd adiante jus-
" tificado, que hd t6da a conveniéncia em operar com
o quadrado da amplitude.

Substituindo em

., Na —Na'o®
. dF -279 ‘ da,
da = da?/2a, tem-se a distribuicfio do.quadrado da

amplitude:

0<a<+ =,

P = _]_\I_ — Na¥e®

1 ot o
4a, da* 0<a' <+ =,

que é a distribuigﬁo exponencial negativall,
Uma amplitude serd significativa se exceder

2a+/ Log 20n/N, como no parhgrafo precedente, ou,
0 que é o0 mesmo, se seu quadrado exceder A, o/ N,
sendo ), dado no Quadro 3, segundo o critério de
Newmann e Keuls, citado por Cochran e Cox (1960),
ou M o?/N =2} o*/N, segundo o critéric de Dun-
can {1955).

~

DISTRIBUICAO DA DIFERENCA ENTRE oS
QUADRADOS DE DUAS AMPLITUDES,

Uma das vantagens de operar com os quadrados
das amplitudes é que o médulo da diferenca entre
dois déles, :
modnicas e as varifincias sio homogéneas, tem a mes-
_ma distribuigiio exponencial negativa do quadrado de
uma amplitude.l? Em outras palavras, a raiz qua-
drada do médulo da diferenca entre os quadrados das
amplitudes de duwas ondas harmdnicas homogéneas
tem a mesma distribuicic de uma amplitudel?,

Nestas condigfes, pode-se testar a significincia,
nio sé de cada um dos quadrados das amplitudes das
ondas resultantes de uma anilise harmédnica, mas
também, da’ diferenga entre os quadrados das am-
plitudes de duas delas, sendo a diferenca considerada
significativa se exceder o quadrado de a. =1, ¢ VI N,
onde n € a diferenca entre os nimeros de ordem
das duas ondas, dispostas na ordem “crescente das

# Dai resulta que . Na?j o -z' se distribui como «f
com 2 graus de liberdade.
12 Ver Apendlce, item 9.

quando as ondas respectivas- sio har- -

respectivas amplitudes e },, é dado no Quadro 3 (cn-
tério de Newmann e Keuls, citado por Cochran e
Cox 1960}). .

Se for considerado conveniente adotar o critério

" de Duncan (1955), a fim de aumentar a protegio‘

contra erros de segunda espécie, adotar-se-i, como
antes, ), =.}; = 3,46. Evidentemente, se a maior
de duas amplitudes ndo for significativa, também nio
0 serd a da menor delas nem a diferenca entre seus

quadrados,

v

A RAZAO ENTRE OS5 QUADRADOS DE -
DUAS AMPLITUDES

Os testes referidos mos parigrafos procedentes exi-
gem o prévio conhecimento ‘da varidncia dos dados
originais. Quando se dispSe de uma estimativa da
variincia baseada em nidmero relativamente consi-
~derivel de observagles, essa estimativa pode ser’
usada em lugar do valor desconhecido nos testes de
~significAncia. Nio é ésse, entretanto, um processo xi-
gorcso, pols nio toma em consideracio o érro de
amostragem da variincia estimada. :

A partir da distribuicio do quadrado 4% de uma
amplitude,

4ot

pode-se demonstrar { Apéndice, item 10) que 2 raziia
dos quadrados de duas amplitudes,

N watngt
e~ Nollie’ gor

R = a!,” a.! ]
se distribui coma F com 2 e 2 graus de liberdade:
dP = S S dRr
a et
Assim, com as precipita¢Ges mensais em uma lo-
calidade em dois anos, pode-se fazer a anilise har-
ménica em cada um dos anos e no conjunto dos dois,
obtendo-se as ai‘ﬁplitudes a;, @ e a, das  ondas
anuais e, semelhantemente, as das outras harménicas.
A significincia da onda anual poderia ser testada

i of

a,f —ay|

O0<R<+ =,

comparando-se k= com o valor de F sig-

nificativo no nivel de 5% (F-teste unilateral), com 2
e 2 graus de liberdade.

‘ TESTE g , DE FISHER

Em 1929, Fisher (1950b) divulgou testes exatos
de significAncia de
al A
A ISR TSIy

Pesq, agropec.” bras. 3:7-43. 1968
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N—-1

onde r = I ( ) é o major interior que nio
ultrapassa (N — 1)/2.
Se N ¢ impar, g representa a fracio da variacio

entre os dados originais que corre 4 conta da har-
moénica de ordem i,

Naij2
Sz — z)
e, s¢ N € par, a harménica de maior freqiiéncia nfo
é tomada em consideragio, sendc

g=

%(af-{-a}—l— v Fa) =S -1 —

- _(J:,-—:B,—I—:U‘,— . — zx)
N 1

6nder:N/2f1.

' Como mostra Fisher (1950b) a probabilidade de
g, correspondente a uma harmédnica escolhida a prio-
ri, atingir ou superar um dado valor g &
P = (1 — g)n-l
Se a componente harménica nfo fér escolhida &
priori, mas submetida ao teste por ter a maior ampli-
tude, a probabilidade correspondente & -

- n/! -

=n(l —g ’—51,(”—__2)!(1—20) T+, 4+
_ %! .
D e R

onde k & o maior inteiro que nio supera 1/g.

Os -valores significativos de g, dados por esta Gl-
tima férmula, correspondentes aos niveis de signifi-
cincia ¢ = 0,05 ¢ o = 0,01, encontram-se tabela-
dos no citado trabalho.

Em nbvo trabalho, Fisher (1950a}, apresentou o
teste correspondente 4 segunda harménica, na ordem
das amplitudes decrescentes, a ser usado quando a
significincia da harmdnica de maior amplitude &
duvidosa e se suspeita que as duas ondas mais im-
portantes sejam devidas a causas sistemdticas.

Os testes referidos no presente pardgrafo podem
ser teis quando se dispde de dados relativos a um
sé ano ou & média de uma sucessio de anes, . sem
se ter acesso aos dados anuais.

ANALISE DA VARIACAO

Com as precipitagfes mensais em um conjunto de
n anos, ter-se-ia n andlises harmdnicas, uma para
cada ano, e uma andlise no copjunto dos anos. Os
contrastes entre os quadrados das amplitudes da onda
anual, por. exemplo, nos diversos anos, devem ser
combinados de modo a fornecer uma soma de qua-
drados das amphtudes de ondas casuais de igual
periodo. A possibilidade dessa combinagfio resulta

Pesq. agropec. bras. 3:7-43, 1968

dos fatos, j4 assinalados, que Na?/20® se distribul
como y? com 2 graus de liberdade, que o mddulo
da diferenca entre os quadrados de duas amplitudes
se distribui da mesma forma que o quadrado de
uma amphtude e, ainda, da atividade do x2, isto ¢,
que a soma de dois qui-quadrados, com m e n graus
de liberdade, se distribui como um gqui-quadrado com
m + n graus de liberdade,

Na pritica, o processo acima esbocado & equiva-
lente a uma andlise da variagio de cada uma das
ondas de pericdos N = 12, N/2, N/3, etc.

Indicar-se-4 a marcha da anilise da onda anual
com os dados de Pelotas {1900/51).

No Quadro 4, encontram-se para cada ano e para
as precipitagdes mensais totais dri anos, os valores

de

1 1
6p; = ‘So Ti¢08 30 e de B¢ = iSo & sen 30i.

A soma dos valores de 6p; nos 52 anos deve coin-
cidir com o contraste 6p, calenlade no conjunto dos
anos e o mesmo vale para 6q,.

QUADRO 4. Valores ds 6py ¢ de 6gy (Pelotes, 1500/51)

ANO 6P Ba1 ANO B Sq1
1900  — 143,357 2 "4 23,4500 1926 — 344,8688 -- 06,4370
01  -— 230678 — ©06874 27 — 59,8544 + 245036
02— 204386 4 66,1006 28 — 221,3922 + 199,173 4
03— 33,1036 .— 11,1346 29 — (648352 — 1490658
04 4 580478 — 13,9352 1920 — 37,1640 + 73,0806
03 - —2225840 — 272,1718 31 4 62,4808 4 250,407 2
05  — 4228856 + 1258008 82 4 27,3204 4+ 257.1454
07 . — 175188 + 085818 33 — 07,3912 — 66,8318
08— 1700116 + 51,8080 34 A+ 842104 4+ 357384
00— 60022 4 346710 35 4+ 266114 -+ 54154
1910 4 89,5960 4+ 61,4264 36 == 227,0880 + 243.7852
11 -4 816408 — 79,0782 37 — 1827710 4+ 1500752
12 — 1955822 42941963 38 + 88876 — 207002
13 -- 582098 4 17,7833 39 —° 803192 + 74,2588
14 — 1071008 — 1732076 1940 + 1832784 + 40,5118
15— 04702+ 1169784 41 — 1083044 4 211,2008
18— 1588154 — 22,2718 42 — 1563428 + 3320476
17 + 1795116 + 84,7048 43 -~ 188846 — 21.£096
18 — 54452 — 1108142 44 -+ 2565606 + 1058326
19— 2508080 — 103,1424 45 — 163,2790 ~— 104,450 B
1920 - — 27,3828 4 163,0800. 48 — 11,0542 — 1853728
2t == BOTIT4 4 110116 47 — 63,4282 — 1179226
22 41873568 4+ 1,005¢ 48 4+ 00,2422 —  E05198
23+ 62,4238 — 2908116 40 + 869878 — 8,640 0
-24 — 050376 - 256,2120 1950 + 22,0582 + 248,064 0
.25 41340038 — 1414488 b1 -+ 1819088 -— 2,656 8

Homa — 2230,4558 + 1 447,516 2

Somam-se os quadrados dos 6p, nos diversos anos,
obtendo-se a “variagio total”; divide-se por 52 (nd-
mero de anos) o quadrado do contraste 6p, caleu-
lado no conjunto dos anos, obtendo-se 36pf; a va-
riagio entre os valores dos contrastes nos diversos
2nos ¢ obtida por diferenca. Dividindo-se as varia-
cdes em cada uma das primeiras filas pelos respec-
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tivos graus de liberdade (1 e 51), obtém-se os qua-
. drados médios.

.

- G.L, 8.Q. Q. M. F
Contraste (36p§;52) 1 85671,7800 056717840 4,83
Variagio do contraste entre
anos 51 1010356,6025 105810,5137
" Varingho total 62 11060283924 .

Procede-se semethantemente com o contraste 6q,,
obtendo-se 2 seguinte andlise da variacio:

x G, L, 8.Q QM. F
Contraste (36({3}52) 1 40294,2613 402942013 1,96
Variagao enfre anos 81 1049 804,3610 20 584,300 2

Varisgao total © 82 1060008,6523

A razio de duas variincias homogéneas, cada uma
delas com 51 graus de liberdade, pode alecancar,
com probabilidade de 5% valores menores do que
0,565, como se'pode verificar consultando uma ta-
bela de F bilateral (Gomes 1963)., As variincias re-
siduais das duas componentes da onda anual sfo,
portanto, homogéneas, sendo permitido fundir as duas
andlises em uma sb: . :

G. L B.Q . .QM F.

Amplituda (36a3/52) 2 1350660812 67083008  3,37*
Variegio da amplitude 102 2080 180,0635 20 107,656 5
Variagio total 104 - 2196127,0447 .

A onda anual é significativa, o que parece Gbvio.
A amplitude foi igual a /52 x 135 966,081 2/36 =
= 443,16 mm, no total de 52 anos, ou 8,52 mm, na
média de 52 anos.

As andlises correspondentes &s demais componentes
harménicas sfo resumidas a seguir.”

f

Onda semestral

oL . B.4Q Q.M. F

Contrasta (3603 52) 1 360422008 36042208  1,87—
Varisgio entre anos 51 10091728192 197877028
Vatiagho tatal 52 1046 115,0500

G.L. 8.9. ¢ QM F
Contraste (363,52) 1 4237044870 4237044879 13,100
Variegfio entre ancs 51 1045 264,4008 323385177
Yarisgio total 52

2072 008,888 7

As varidncias residuais mostraram-se homogéneas,

- G.L. 8 QM. T

Amplitude (362%]52) ’ 2 400 846,7187 230323,3503 8,84
Variagdo do amplitude 102 2658 437,2200 26 063,110 0

S 119083,9387

. Variagfio total 104

A onde semestral foi significativa. A amplltude é
7 = 815,71, . ,

Onda quadrimestral

oG 8.0 Q.M. F.
Contraste (36r3/52) 1 064TS0TTT 98 4TEOTTT .50
Varingfio entre gnos Bl 13708758023, 268700177
Variagho tota! 52 14673508800

G. L, 8.Q Q.M. F

Contraste (35:‘-:13]52) 1 120 028,901 7 1200289007 3,73 —
Variagio enire anos 51 1639317,60883 32143,4810
Variago total b2 1759 346,5100

As variincias residuais sfio homogéneas.

G.L. 8.9. - QM F.

Amplitude (3623/52) 2 2165030704 1082510807 l3.67’
Varieco da emplitude 102 3010193,4108 2085117008

3 226 697,360 0

Variagae total 104

A onda quadrimestral foi sxgmf:catlva A amph-
tude é g, = 559 22, .
Onda trimestral

G.L. 8.Q. QM. F

 Contrasts (3692!52) 1 23 400,569 4 234005694 1,20—
Varis¢io entre anos .51« 998 661,6008 19 579,640 4
Variaglio total 52 1021962,2200
G. L 8.4 QM. - F
+ Contrgate (3&1‘4’52) 1 345,600 5 345,6005 0,01—
Variagdo entre anos 51 1757 802,6540 . 34 468,483 B
Variagka total 6 17582082064

O F obtido, menor que 1, ndo foi significativo,

- como se pode ver numa tabela de ¥ bilateral (1 e

51 G.L.},
As varidncias residuais das duas componentes da
onda trimestral sio homogéneas.

G.L. 8.Q. Q.M. ¥
Amglitade (36:%/52) .2 23TEGI600 118730840 04d—
Variacio da amplituda 102 2756454,3255 27024,0620
Variagio total © 104 27802004064 '

A onda trimestral no foi s1gmfxcat1va oF obudo
ndo foi significativamente menor que 1 (F bilateral,
2 e 102 G. L.). O baixo valor de F deve-se, sem
divida, & grande variagio de fase, de ano para ano,
da onda trimestral.

Onda de 72 dias (quinta harmdnica)

GL  8Q . QM F
Contraste (3662,52) 1 . 24597956 24507056 0,08—
Varingho etre ance 51 15211994523 298274402
Variagho total 52 15236592479 '

Pesq. sgropee. bras, 3:7-43. 1968
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G.L. 5.0 Q.M T

Coutraste (3ﬁq 52) 1 34053,7350 34653,7350 1 4d--
Variagdo entre mou 51 12258839352 24036,9400
1260537,6711

Variagio total 52

- Y
As varidncias residuais foram homogéneas,

. ‘ G.L. 8.Q QM F
Amplitude {36a3/52} 2 3 BELE
Variagio da amplitude - 102 2 747093,387 5 26 932,150 1

2781196,919 0

7 Variagio total 104

A quinta harménica nfo foi significativa. O F

» = - . ' -
obtido foi menor . que 1, embora nio tenha sido

significativamente menor - que 1.

Onda bimestral

G.L. 8.Q. Q.M. T

Contrasts (144p5f52) 1 351834004 351834034 0,62--
Variaglo entre anos &1 2807500208 564853122
Variagiio {otal 52 2015939,3300

Notese que a onda bimestral tem apenas umy

componente (1-grau de hberdade)

A sexta harménica ndo foi mgmflcatwq O F obti-
do foi menor que 1, embora de maneira nio signi-
ficativa,

TESTE DE BRUNT
Como visto anteriormente, & variagic total entre
"os meses &
i _ . . ‘
_S (- =60 +atdta+a)+12:],
decompondo-se, assim, os 11 G.L. da variagio total

em dois G.L, para cada uma das cinco primeiras
harménicas e 1 G. L. para a sexta onda.

Dividindo por 12, Brunt obtém

b= g el 4l bt )+ df,
onde of & a varidncia da amostra. '
Suponln-se que foram determmadas as amphtudes
da 12 ¢ da 2a harrnomcas Ter-se~a
”§'=?(a;+a§)+a:,
sendo of uma varidncia resid.u'al._
Brunt compara a varifincia residual

.
EELEE 1)

com a varidncia total, of, deixando de calcular as

demais ondas se a variincia residual é muito peque-

na em relagao 4 total.

Pesq. agropec. bras. 3:7-43, 1968

18 556,765 8  0,69—

Yoriaglo entre ¢85 meses 11

Na realidade,. a varidncia devida 3s duas primei-
ras ondas é 3(af -+ a,)j,? com 4 G. L. ea varifn-

cia res1dua1 é o —~ —{a,-{-a,,, com 7 G, L., onde

S (o — 2
f - im0 .
op = _'—-
11 -
Pode-se dizer, de maneira‘ mais correta, que o

teste de Brunt compara a variagio. residunal,

S —2 - L@+ a

com a variacdo total, S(z, — T,

Deve-se notar, entretanto, que éste ndo é um
teste de significincia, mas sim um teste de comple-
ticidade,

Assim, a variagio entre os meses no conjunto dos
anos, reduzida a um ano, §(x— .c)‘/52=148599 5915
pode decompor-se do seguinte modo:

Trts primeiras cndae § 135 519,463 2 22 586,677 2 8,63*
Degvio 5 13080,1283 26180257
148 599,501 6

A varidncia residual, correspondente ds trés ilti-
mas ondas, foi, portanto, significativamente menot

‘que a correspondente s trés primeiras ondas, dis-

pensando a determinagfio das ondas de periodo me-
nor de quatro meses.

A variagdo residual ‘{13 (80, 128 3) f01, neste
caso, 8,80% da variacio total (148 599,591 5).

A vantagem do teste de completicidade . consiste
em dispensar a determinagdo das amplitudes de tddas
as ondas, sempre que as ondas de maiores pericdos
sejamn as mais relevantes, como neste caso.

‘Determinando-se tddas as ondas, como foi feito,
pode-se recorrer a um teste de significincia do con-
junto das ondas que nio se revelaram significativas,
comparando-se sua variagio com a varifincia global
média, entre anos, dessas ondas.

No caso ‘presente', as varidncias correspondentes
aos cinco graus de liberdade residuais (19579, 640 -
4; 34468, 4836; 20827, 4402; 24036, 9400; 28
249, 656 1)13 foram homogéneas (teste de Bartlett,
Ap@ndice, item 11).

A variagAo sistemética e a variacio entre anos das
trés ltimas ondas encontram-se a seguir.

3% Note-se que fﬂa: e 3{::‘ m < 8, sio estimativas de
¢, come se pode comprovar, recordando que

S~ =6(a] + af + ¢} + ] + af) + 1245,
Resulta que 144al/52 o 3Bal (2 X 52) sfio estimativas

de 120?752 e de 60?52, respectivamente, devendo a primeira
ser dividida por 2 para ser comparfivel & segunda.
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8.Q

b

23 746,160 9
37 113,531 5
17 594,204 714

Onda de 12/5 meses

7 L

_ Ouda trimestral 2"
2
Onda bimeatral 1

5 78433006 1

- 4. L. 8. Q. .M,
Varlagio residual :
Onda trimestral 102 2 756 454,325 5
Ooda de 12/5 mesea 102 . 27470833874
Onda bimestral Co 51 1440 375460314 '

235 6943 013,173 1 27 231,032 0

" Atribuindo toéda a variagio correspondente as trés
tltimas ondas a um 86 grau de liberdade, verifica-

-se que a variagio residuall® nio foi significativa,

78 453,806 1

'R 1 te, tem- F . —
ealmente, tem-se 27 231.052 0

= 288, ao

passo que, para 1 e o graus de ln‘berdade 0 minimo

significativo de F seria 3,84, no nivel de probabili-
dade de 5%. '

As trés primeiras ondas reproduzem, pois, de ma-

neira satisfatéria, a variacio anual das Pprecipitacdes
mensais em Pelotas, em relacio 4 instabilidade do fe-
némeno nos diversos anos.

SINTESE DAS ONDAS SIGNIFICATIVAS
As somas algébricas
z=p,+ a; sen (307 + A) + ag sen (0i + 4,) +
‘ + oy sen(90i+ .4y, 0S i< 12,
permitem tragar a curva na Fig. 7, que dd o curso

esperado da variacdo 'mual das prec1p1tagoes men-
sais em Pelotas.

Os pequenos circulos na mesma figura represen-
tam os valores observados {médias de 52 anos).

TESTE DE NORMALIDADE

E sabido que as precipitagdes mensais e, de modo
mais geral, as precipitages em periodos curtos, ndo

se distribuem normalmente. Nestas condigGes, as mé-

dias nfo sfo representativas, exigindo-se uma prévia
transformaciio dos dados que normalize a distribui-
¢lio e hemogeinize as variincias,

L possivel, entretanto, que embora os dados ori-
ginais nio se distribuam - normalmente, um ou mais
contrastes entre os dados tendam 3 distribﬁigﬁo nor-
mal. Néio se pode presumir, a pn:ori, que os 11 con-
- trastes - considerados na andlise harménica das preci-

-~ 1 Dividida por 2 como anteriormente explicado.
%% Por variagiio residual entende-se, neste trecho, a par-
te correspondente ds trés dltimas ondas,

pitagdes mensais tenham todos a mesma varidncia,
mesmo que todos éles se distribuam normalmente.
Dai o cuidado que se teve de sb fazer anilises con

_ juntas da varidncia depois de testar a homogeneidade

das variincias.’ .
Quande se dispde, como 1o presente caso, de da-

dos de um niimero suficientemente grande de anos

(52), o melhor teste de normalidade consnste e

‘comparar as estimativas

Sz — T

g =ky k¥t © gy =1l k], onde ky = ne 1

nSx -8 I. . e
m-Dm—g = "= (n-—1)(n—z)(n—3)

St g I),]
o .

com seus respectiVOS desvios padrfio, -

By =

[(-n-l—I)S(.c—E)‘—

6ni{n — 1) Zmn—1)1
TEDTES P | -2+ ) T8

'As estimativas g, e g, constituem medidas de as-
simtetria @ de curtose, respectivamente,’

Em grandes amostras, g, e g, distribuem-se nor-

-malmente com médias iguais a zero e desvios- padrao

dados pelas férmulas acima,

Os detalhes do método podem ser encontrados em
Fisher (1941},

A guisa de exemplo, aphm—se, a scguir, o teste de

. normalidade acima referido aos valores de’

1 .
~ 6p, = ‘A_S'o x, eos 307

de um dos contrastes da onda anual das precipitagdes
mensais em Pelotas nos 52 anos (1900/51) Os 52
valores, com érro menor que 0,5, foram somados a.
500 a fim de evitar ntimeros negativos; 0s resultados
obtidos foram os seguintes:

357 442 155 420
472 03 440 683
480 500 279 302
467 341 335 34
530 7820 463 - 481
27 405 . 562 787
77 240 527 337 '
182 - 413 403 489
. 330 435 584 437 .
- 403 687 537 599
£o0 562 273 587
582 404 517 522
304 634 507 682

com éstes dndcs foram calcu]ados:

S,=S(x—.z:)'— J:'——-Q’x-.‘}?‘? 315

Pesy, agropec. bras. 3:7-43. 1968
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=8z —0)® = 81"~ —Sr.'Sx +-—-S.r’

szt

— 29 484 332

- 4 [ .
= — T = St — A
Sz —7)y =S8z 528:7’S:o+52,8.v8‘::
= 55 529 928 416

1 .
hy = == 5, = 19 163,039

!a.,_. 515><50‘S" = — 601 239,12

b~ e (98- 5 ) =
= 55 ,4348 828,669

of = b}/ k] = 0,051 371

o= — 0227, ge =1l fKf = 0150

oy, = 0,330, o, = 0,650,

Como g, e g, foram menores, em valor absoluto,
que seus respeclivos desvios-padrio, conclui-se que
a distribuigio de p; nio se desviou mgmf:catwarnen-
te da normalidade.

Os cileulos acima resumidos sio bastante trabalho-
sos, convindo, por isso, aplicar o teste de desvio da
normalidade 4 distribuigio de freqiidneia dos dados
grupados,

A melhor regra para determinar o ntmero de clas-

ses parece ser a seguinte: adotar o maior mimero
de intervalos de classe compativel com a condicio
de que s6 haja classes vazias nos extremos da dis-
tribuigdo. A regra refere-se 4 construgic de distri-
buices de freqiiéncias grupadas para fins de teste
de significincia. Para representagio grafica é prefe-
rivel recorrer & regra de Sturges, (citado por
Waugh § 316): m = I + 33 lbogn, onde m ¢ o
nimero de classes e n os dados a distribuir. Assim,
para n = 52, temos m = I + 3,3%1,7 = 7.

Na primeira coluna, acham-se o0s extremos dos
intervalos de classe, semi-fechados 3 esquerda; na
segunda coluna, as freqiiéncias correspondentes. To-

mando como origem o ponto melo do intervalo -

438 |——— 484 e como unidade a ‘amplitude dos
intervalos de classe (46), encontram-se na terceira
coluna os produtos das freqiidncias pelos desvios em
relagdo & origem. Cada uma das colunas seguintes é
obtida da precedente, multiplicando os niémeros que

nesta figuram pelos respectivos desvios em relagiio &
origem.

Os ajustamentos que aparecem na terceira fila da
parte inferior do Quadro 5 sfo as corregles de
Sheppard; — 1/12 para k, e 1/120 para k,.

Pesq. agropec., bras. 3:7-43. 1968

QUADRO 5, Distribuicdo de freqiiéncia dos dados analisa- -
dos, com 15 intervalos de elasse e com
! amplitude igual a 96

Inlervalo Fregileacia
70 |— 118 1 — 8 84 — 512 4 098
116 |—= 162 1 -7 49 — 343 2 401
162 |— 208 0 0 0 0 0
208 |— 264 1 — 5 25 — 125 625
254 |— 300 3 ~12 48 — 192 768
300 |—— 348 9 =27 8L — 243 729
346 |— 392 1 -2 4 — 8 16
302 |—— 438 5 — & 5 — 5 5
438 |— 484 10 0 0, 0 0
484 |- 530 8 8 8 8 8
530 [— 578 - 3 [ 12 24 48
576 |— 622 - 5 15 45 135 405 .
622 |— 688 1 4 16 64 256
668 |— 714 3 15 75 375 1875
714 |—- 760 1 8 38 216 1298
s 52— 12 468 — 6§08 12 528
— 2,8 324,0 — 559,4
— 13 149.5
— 04
8 4652 — 2833 12 17
k 9122 — 8777 2,285
Ajust, — 0,083 0,008
ki 9,039 = 5777 2,203

[4 — 0,213 0,028

Os desvios-padrio de g, e g, sio, como antes,
o, = 0330 e g, = 08650 Comog, =~ 0213 e
g, = 0,028, o desvio da normalidade nio foi signi-
ficativo.

Os valores de g, ¢ g, agora obtidos nio concordam
muito - bem com os anteriormente encontrados
(g, = — 0,227 e g, = 0,130). A menos que tenha
havido érro de célculo, a comparagio dessas estima-
tivas di uma idéia da aproximagiio que pode dar o
grupamento.

TESTE GRAFICO DE NORMALIDADE —
" ORDENITOS (RANKITS)

Quando ¢ niimero de dados é relativamente peque-
no, ndc mais se pode garantir a normalidade da dis-
tribuigio de g, e de g,.

Como explicado por Bliss (1958), a normalidade
dos dados pode ser testada graficamente, represen-
tando em abscissas os préprios dados e, em ordena-
das, os ordenites (rankits)18, )

Em Fisher ¢ Yates (1949), tabela XX, para n de
2 a 50, encontram-se os ordenitos de ordem
m = 123,...

A guisa de ilustragio, aphca-se o métedo para tes-
tar a normalidade da distribuicio de 6pl, correspon-

¥ QOrdenito de ordem m é o desvio médio do térmo de
ordem m da sucessio de n valores normalmente distribuidos
com média zero e desvio-padrio unidade.
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dente 3 onda anual das precipitagbes mensais em
Pelotas {1900/51), embora nfio seja éste o melhor
teste com tdo grande ndmero de dados. Para isso,
foi extrapolada a tabela de Fisher e Yates (1949),
construindo-se as cclunas correspondentes an =51
en = 52;

N& de ordem Tamanho da amastra

(m) m
49 50 51 62

1 2,24 2,25 2,20 2,27
2 1,85 1,88 1,87 1,88
3 1,62 1,63 1,64 1,65
4 1,45 .46 | 147 1,48
5 1,32 1,33 1,35 . 1,36
] 1,21 122 1,23 1,24
7 1,11 1,12 1,13 1,15
8 1,02 1,03 1,04 1,06
9 0,94 0,05 0,87 0,98
10 0,86 0,87 0,80 0,90
11 0,79 0,80 0,82 0,84
12 0,72 0,74 0.76 0.78
13 0,66 0,67 0,60 0,71
14 0,5¢ 0681 0,63 0,63
15 0,53 0,55 0,57 0,59
16 0,48 0,49 0,51 0,53
17 0.42 044 046 0,48
18 0,38 0,38 0,40 0,43
19 0,31 0,33 0,36 0,38
20 0,26 0,28 0,31 0,33
21 0,21 0,23 k26 0,28
22 0,15 0,18 0,21 0,23
23 0,10 0,13 0,16 0,18
24 0,05 0,08 011 013
25 0 0,03 0,06 0,08
28 . —0,05 —0,08 0 0,03

. Os pontos obtidos dispdem-se, aproximadamente, ao
longo de uma reta, como se pode ver na Fig. 8, su-
gerindo a normalidade da distribuigdo.

~ Rkakits

-2

FIG. 8. Teste grdfico de normalidade,

TRANSFORMACAO PREVIA DOS
~DADOS A ANALISAR

Quando os dados ndo se distribuem normalmente,
" 4s vézes, possivel obter uma transformagio dos
dadoa que normalize a distribuico,

Uma das propriedades caracteristicas da distribui-
¢do normal é que as cstimativas da média e da va-
ridncia se distribuem independentemente.

Se for possivel exprimir a variincia, ou ¢ desvio-
- - r - - I3 Lo y

-padriic, em funcio da média, nio é dificil, em geral,
determinar uma transformacio dos dados que homo-
geinize as varincias, isto &, que tormme a varidncia
independente da média. Admitindo-se que com essa
transformagdio se normalize a distribuicio, os dados
transformados sdo submetidos & andlise estatistica

- adequada a dados normulmente distribuidos.

Assim, 'por exemplo, se a varidncia de x fér pro-
porcional A média, a varidncia de z = Vzé prati-
camente independente de x e, portanto, de z. Se a
varidncia de x fér proporcional ao quadrade da mé-
dia, isto é, se o desvio padrdo for proporcional &
média, a transformacio adequada é 2 = log =; se,
entretanto & assumir algum valor muito pequeno, ou
mesmo nulo,” adota-se a transformagao z = log
(x41).

Analisando dados relativos &s precipitagdes men-
sais em Pelotas e Ponta Grossa, Amaral ‘e Mota

(1956) usaram a transformagio z = log (:s + %)

onde a e b 530 os coeficientes da equagio de regres-
sio do desvio-padrﬁo em relagio 3 média,
, =az 4+ b,

Ao autor nio parece, hoje, que no caso das pre-
cipitagBes mensais, o desvio-padrio seja fungfo linear
da média, parecendo-lhe preferivel exprimir o desvio-
-padrio na forma ‘

= B2,
que se ajusta me]hor aos dados

Tem-se, portanto,

‘ log o, = alog = + log B
¢, fazendo :
bgr=X, lgo. =YV e
: Y=aX+5b,
determinando-se & e b por regressio linear de

Y = log o, em relagio a X = log x7,

log B=50:

: Nestas condiges, pode-se demonstrar que a va-
ridncia de z = x1-¢ é priticamente independente de

x e, portanto, de z {Apéndice, item 11),

7 “Of course, in some lines of work, the weight of
y is approximately inversely proportional io y®, whence tha
weight of log y is practicelly constant, independent of y"
(Deming 1964), Sec. 67, Exerc. 18, in fine.

‘
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PRECIPITACOES MENSAIS EM
MORRO VELHO (MG) °

"Como exemplo, serio estudadas as precipitagles
mensais em Morro® Velho (MG), extraxdas de um
trabalho de Memdria (1955a). ‘

Os dados referem-se ao periodo 1835/1951, a
: malor série continua registrada no pais, segundo o
autor citado.
Foram as seguintes as médias mensals e os respec-
tivos desvios-padrio:

J F M AMUJ J A S 0 N ‘D SmaMédia

r 320 230 380 66 30 12 10 18 57 134 233 300 1610 1357
ox 187 132 105 44 28 17 14 25 41 61 84 135

A anilise harménica das precipitagfes mensais, no
conjunte dos 97 anos, deu os seguintes resutados:

pr = 15822 p, = 30,83 p, = — 267 p, = — 4,17
ps=—035p; = 1,67 g, = — 33,38 q, = — 20,21
gy = — 9.87 g, = — 12,70 ¢, = — 10,29,

Nota-se, desde logo, que o curso anual das pre-
cipitagdes . mensais, no conjunto dos 97 anos, corre
quase inteiramente & conta da onda anual, cujo qua-
drado da amplitude é af = pf + ¢} —-.26' 142,79,

A contribuigio da onda anual na vamagao das pre-
cipitacdes . mensais &, portanto, , 6a} = 156 887, o
que representa 93,7% da variagiio total entre meses,
- 8(z = ) = 167 385,

Obtidos P: e ¢ foram - calculados os desvios em
re]agao A média anual das precipitagfes  mensais
correspondentes 4 onda anual:

J F M A M J
15822 12033 E020 3338 ~—108.02 —153,71
L | 8 °o . XN D.

—158,22 —120,33 —50,20 33,38 © 10802 . 15371

Semando aos desvios a média mensal, 136,7, tém-se
as seguintes precipitagdes mensais em milimetros:

1 F M A M J
205 257 18T 103 20 -1 . .

N N D
—21 18 8T 10 M5 29

Como se vé, resultaram precipitagSes negativas em
junho e julho, o que é absurdo e decorre, sem divida,
da nio normalidade da distribuicdo,

Deve-se, pois, fazer uma prévia transformagic dos
" dados, antes de submeté-los 4 andlise harménica.
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De o, = Br®
tem-se, como visto,
=aX+b,
sendo ‘

X =log z, Y =

=log B
Calcula-se: '

log o e

x ax X Y

J 320 187 2505 2,272
P23 132 2,362 2121
M 180 105 2258 3,021
A 66 4 1820, 1,643
Mo 30 28 1477 1447

S SR 7 107 1,230
J 10 1t 1000 1148
A 18 25 1,255 1,308
8 57 41 1,756 1,613
o 134 sl 2177 1,785
N 233 84 2,367 1924
D350 135 - 254 2,130

Bomy 22,547 20,70

X=18789, Y=1775
a=0649, b=05081

Y = 0,649 z+ 0,508 1
o, = 3,228 g9
Na Fig. 9, acham-se representadas as médias em
abscissas e os desvios-padrio em ordenadas. Note-se
a estabilidade relativa das precipitagies de outubro,
novembro e dezembro (pontos observados abaixo da
curva) e a instabilidade relativa das precipitagdes
de- janeiro,- fevereiro e margo (pontos acima da

curva).
4
, :

205
"

i0m
w

"

a e 200 ) 300 E3

FIG. 9. Desvio-padrdo e médie das precipitagies mensais
em Morro Velho.

Tem-se, entdo, )

_ 1 — a = 0351

e a transformagiio '
' 2 = 0%

homogeinizando as variincias, normalizard, possivel-
mente, a distribuigiio,
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Os valores de 100z = 100 x%°! nos diferentes

meses foram os seguintes:
J F M A M T J A 8 O N D Midia
757 675 619 435 330 239 224 276 413 55B 677 781 4087
Com éstes dados, caleulou-se:18

P =270,78 py= — 7,67 py=—333 p; =
Ps = — 0,80 pg = 4,67 ‘
q;=-—52?’?’ q,——6'35q,

— 5,17

— 3,33 g, = — 13,67

[

6al = 456 476,
Como antes, quase tdda a variagfio entre os meses
(99,3%) corre 4 conta da onda. anual, como se pode
- ver pelo teste de completicidade:

GL 8Qq QM. F
Onda anual 2 456476 228238 gS04*
Desvio da onda enual - ¢ 3158 351
' J1L 49634

Os valores de 1, calculados por meio da funcio
inversa de 2z = x9.351, encontram-se, a seguir, em
confronto com os valores observados.’

QUADRO 8. Precipitacdes wmensais em
Morro Velho, Minas Gerals

Calculadas
Méa (onda snual) | Observadus
J 332 a20
F 262 230
M 156 150
A 71 68
M a7 30
J 12 12
J 10 10
A 21 18
8 55 57
O 130 134
N 235 . 233
D 223 : 350

Na Fig. 10, como no Quadro 6, pode-se ver que
o ajustamento foi bastante satisfatério.

CORRELACAO ENTRE OS DADOS E |
UMA SUA HARMONICA

Pode-se mostrar (Apéndice, item 12) que o
" coeficiente de correlagio entre os dados e sua har-

ménica de freqiiéncia m/N ¢é

’ Na' )2
R, = ¢/ —2—,
S(x, - ;C)s

18 A transformaciio z — x%.%! deveria ser aplicada &s
precipitacées mensais em cada ano; seria feita a andlise har-
monica das médias mensais doz valores transformados.” Na
falta dos dados originais, a transformacio é feita aqui nos
valores médios das precipitagles mensais, & guisa de exemplo
do apiicaciio,

T T T T

Y F & A B 7 § A & O N D
FIG. 10. Precipitacdes mensais em Morro Velho.
Onda enual.

donde

N~y
%aﬁ,uan 8 (z, - T,
Ed i=0

Conclui N ¢ o parte da vari
onclui-se que = a;, ., que € 2 parte da varia-
¢do entre os dados devida & harmédnica de freqiiéncia

m/N, é igual & parte daquela variagio devida 2
correlagdo entre os dados e a harménica de ordem m.

Se N & par em = N/2, tem-se

I Npd Naf, S
Rosy = N Nt
e JS @ — 2 J.s @ — %)

1 * =t
Nakys = Blpe 8(z = 7),
de modo que a conclusio vale, tambem, para éste
caso exepcional.

Notar-se-4 que Haw varia entre zero'e 1 nio po-'
dendo ser negatlvo :

SIGNIFICADO DO QUADRADO
DA AMPLITUDE

Notando-se que

21 ) Nt
S (zi —) cos mri = S x; cos mri,
im0

Pesg. agropee, Dbroas, 3:7-43. 1968
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Nt ' '
sendo z = 8§ z/N a média aritmética dos =z, e
i=0

N~=1

N=-1 ’
.S,, (z, — &) sen mri = S 25 sen mri,
i=

e substituindo em
=ph+dn .
P, € G, Dor seus valores '

‘B Nt
P = 3 S Ti cos mri

Ni=

2 N-1
Om == S i sen mﬂ

_ N
onde r = 2r/N radiancs ou 360/N graus e x; re-
presenta, agora, os desvios em relagio 4 média arit-
mética dos dados originais, pode-se exprimir o qua-
drado da amplitude da harménica de ordem m na
forma (Apéndice, item 13)

N-1
- .
. 4 P R Nét "
afy = —— Ty cis mr
" Nt jee ’
onde
N'S-’! :
T X
i v it k ‘
Ty = :
S xf
im0
convencionando-se que %, = ¥ z_y S€’ i+k>

>N—1. Verifica-se, em particular, r, = 1.

Considerando 4 sucessfio xg, %;, X, X;, €OMO Su-
-cessdo ciclica, ou circular, x, seguindo-se a x,,, 0
autor sugere denominar-se 1, coeficiente de correla-
gdo ciclica de ordem k, ou coeficiente de correlagdo
cireulzr de ordem k, que difere do coeficiente de
correlagio seriall® por exprimir-se sempre em fungio

do mesmo nimero N de produtos, qualquer que.

seja k.
Notando-se que

2 N-1
N S rk cos mrk

¢ a componente p da haménica de freqiiéncia m/N
dos coeficientes de correlagio ciclica

Py =

To, Tiy Tgy -+ vy Fnayy

¥ Ver Kendall (1955) e Conrad e Pollak {1950},
§ 14.1. Kendall designa por coeficiente de autocorrelagio e
parAmetro do qual o coeficiente de correlagio serial é uma
estimativa. Qutros autores, como Brooks e Carrathers {19537},
designam o coeficiente de correlagfio serial por wel'lcwnte de
correlngao retardada (lag correl’atinn)

Pesq. agropec. bras. 3:7-43. 196§
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tem-se
N-1
eSa“'
at - p
, m N.'.g m 3y \
ou seja
N N-t
gt =P, 8 o.
2 $=0

Resulta que a componente p da harménica de
freqiiéncia m/N dos coeficientes de correlagio ci-
clica ¢ igual & fragiio da variagio entre os dados que
corre 4 conta da harménica de ordem m:

N, Wt
P, zaml‘:?a:r’

Verifica-se, portanto, a dupla desigualdade

O0<P,g1
o extremo inferior sendo assumido guando g, = O,
isto v é, na auséneia da harménica de freqiiéncia
m/N, e o extremo superior sendo assumido quando
téda a variacio entre os dados corre 3 conta da har-

" ménica de ordem m.

Comparando a expressdo acima com a férmula
‘N, N-=1
“of =R, 8 o), estabelecida mno
2 Z,Mm ‘ o ‘
paragrafo antenor, conclui-se que P, ¢ igual ao
quadrado do coeficiente de correlagdo entre os dados
originais e sua harménica de freqiiéncia m/N.

Pode-se verificar que as componentes g das har-

mobnicas dos coeficientes de correlagio ciclica séo
tddas nulas: o

N-t
Q. = i’ 8 14 sen mrk = 0 (Apéndice, item 14) -
Conclui-se que a harménica de freqiiéncia m/N
dos coeficientes de correlagio ciclica,

Toy Yoy Toy vnvy TN -1,

- P, cos mri,
a comparar com a harménica correspondente dos
dados originais,
P €08 MIE 4 g SR Mri = oy sen (mri 4 An) =
= @, cos [mri — (90 — A,)],
que tem o mesmo perfodo e apresenta uma defasa-
gem de 90 — A, graus.

No caso partlcular em q ve Néparem = = N/Z,
tem-se

- N=t
3 ¢, -
Ny = Pup 8 7i;
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ainda neste caso, portanto, Py, é igual & fragio da
variagfio entre os dados que corre 4 conta da har-
mdnica de freq_iiéncia m/N 1/2 . Conclui-se que

Estes resultados, que, o referente a anzilise har-

- ménica, parecem ser uma contribuigio original, nio-

sé constituem uma introdugio natural aoc método de
Fubrich de andlise periodografica, a que se fard re-
feréncia em préximo_pardgrafo, como podem servir
de base & determinacio das componentes harménicas
na ordem decrescente de suas amplitudes. Aplican-
do-se o método, determinar-se-do, apenas, as com-
 ponentes harménicas cujas amplitudes sejam relevan-
tes, como ¢ usual em relagdo is ondas ndo harméni-
cas no método de Fuhrich. Compreender-se-4 bem a

importincia desta observacio quando se cons:derar‘

o caso em g2 o numero’ de harmdnicas é conside-
rivel, como ocorre na anilise harménica de um ele-
mento climitico nas 73 péntadas no ano (36 com-
ponentes harménicas).
Para duas componentes harménicas quaisquer, de
freqiiéncias m/N e n/N, tem-se
PmI'Pa = af,.,faf.,
de modo que, se a,, for maior que a,, P,, serd muito
maior que P,. '
Continuando ¢ processo, obtendo-se 0s coeficientes
de correlagiio ciclica r® dos coeficientes de corre-
‘lagio ciclica 1y, 75 75 ..., Ty, © SUAS compo-
nentes p, P PP, , P¥v/m, obtém-se,apds as
interagGes,
| POIPY = ali]
Como :
PP+ PP+ ..+ Pl =1,
tem-se, portanto, se m é a componente harmdnica
de maior amplitude,

lim P& =1,
e )
lim P =0, nytm.

gp
A harménica de maior amplitude predomina, assim,
cada vez mais, obtendo-se, no hm1te,

i) = cos mri,

De

Sn:.=0 vem S m.=0

im0 fmg
donde se tira
N-1
im0
e, em geral,

Net
8 =0,
i=0

Tem-se

Nt )
im 8 [+9] =

Ny
S cos* mri=N/2,
gpwi=g i=g

de modo que a varifncia de r(*) tende a 1/2:

. N-y
Um o= lim 8 PPN <=1/2.
e gy img

A diferenca

=1/2—~d
permite, assim, verificar, quando convenigntemente
pequena, que se alcangou um predominio suficiente
da onda de maior amplitude sobre as demais, 20

Se duas ou mais harmdnicas tiverem igual ampli-
tude, maior que as das demais harménicas, do que
se poderd suspeitar pela lentiddio da convergéncia
dos coeficientes de correlagio ciclica a uma onda
senoidal . simples, TecoITer-Se-A a0 MESMO  Processo
aplicado no método de Fuhrich, substituindo-se aos
r(*} suas diferencas sucessivas. . -

@ W e ¢
=, =, L, =, e, — e,
Tem-se, por exemplo para § = 1,

r = P, cos i + P, cos ri+ ...+ P, cos mri +
.+ P, cos nri+ .

fy—Tigg =2[sen§-Pj sen r(i +1/2) +sen%

Pysen 2r(i+1/2+ ... +sen%rP,,.'sen mr (i +

+1,’2)+ +senEP, sen nr{i + 1/2) + ],

cujas componentes harménicas de fregiiéncia m/N e
n/N sio

Qsen%r-Pm_ gsen mr(t 4+ 1/2)
e
Zsen%Pn sen nr(i+1/2).

Se a, = a, e, portanto, P,, = P,, as amplitudes
dessas harménicas nfic sio iguais, mas proporcionais

a sen % € sen % Como mr/2 e nr/2 Pertencem

N mr .
ao primeiro quadrante, sen - serd maior que

nr . . '
sen - sem > n, predominande, pois, das ondas

de igual amplitude, aquela de maior freqi.iéncia.

®  Conrad e Pollak {1950), Se Né par e m — N/2 éa
l'requencm da onda de maior amplitude, -

fim o=t eA=1—0cl
L et

Pesq, agropee. bras. 3:7-43. 1968



26 !

ANALISE HABMONICA E CORRELAGAO
CICLICA

No caso particular da andlise harmdnica, onde os
periodos. possiveis sio bem determinados, é suficien-
te examinar o andamento dos coeficientes de corre-
lagio ciclica, como explicado a seguir, tornando-se,
assim, dispensivel a repeticio do processo.

Tem-se r, = I e, em virtude da simetria dos coe-
ficientes de correlagdo ciclica, isto é, de ry_; = ri, re-
sulta que, se a sucessdo’ ‘

~ Toy Try -« TEN/B,
“onde I{N/2) 4 o maior inteiro que nio supera N/2,
fér mondtona decrescente, ry,y,y; serd, certamente,
um minimo. E certa, pois, a existéncia de um minimo
absoluto, situado, quando muito, em i = I(N/2) e
o minimo é, certamente, negativo, pois Sr, = 0.

. Marcando-se os coeficientes de correlagio ciclica,
t, em ordenadas e i em abscissas, ter-se-d trag'tdo o
correlograma. )

Em v1rtude da preponderincia da onda de maior
amplitude no andamento do correlograma, o valor
de i correspondente a0 minimo permitird identificar
a freqiiéncia da onda de maior amplitude: assim, se
7, for o minimo, deve-se ter

cos mri=—1, mri=r,
donde
v = N/2i .

indicando m/N = 1/2i como a freqiiéncia da onda
presumivelmente de malor amplitude., A- corrégﬁo da
indicagio serd confirmada pela concordincia dos si-
nais dos coeficientes de’ correlagio ciclica com os
valores correspondentes de cos mri . A necessidade
desta concorddncia de sinais resulta do significado da
ampiitude relativamente & correlacio entre os dados
e sua harménica de freqiiéncia correspundente. Re-
sulta que P,, > O é proporcional ao coeficiente de
correlagdo entre os coeficientes de correlagio ciclica
e sua harinﬁr_nica de freqiiéncia m/N. Esta correlagfio,
necessiriamente positiva, deve ser a maior possivel
se a harmdnica for a de maior amplitude, donde a
necessidade da concordincia de sinais.

Determinada a fregiiéncia da onda de maior am-
plitude, volta-se aos dados originais para determinar
a amplitude & o dngulo fase.21

Nio & necessério recorrer aos dados originais para,
eliminada a onda predommante determinar as de-

“ Ver no Apéndice, itens 16, 17 e 18 como se pode
detemunar as amplitudes e os &rmgulog fase sem voltar nos
dades originais,

Pesq. agropee, bros. 3:7-43. 1968
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mais. A eliminagdo da onda predominante node ser -
feita nos coeficientes de correlagio eciclica, caleulan-
do-se ‘novos coeficientes ry, pela férmula

N-I - N
S o w4 r ——a, cos mrk
, gmo P g "
T -
£ N-1 !
' o —-=u!
im0 2"

x, representando o desvio em relagio & média arit-
mética, Note-se que o denominador e o numerador
de r} se obtém a partir dos térmos correspondentes de
1., subtraindo a parte da variagie devida 3 onda
Predominante e, respectivamente, a parte da cova-
riacio ciclica de ordem k. devida 4 mesma onda
(Apéndice, item 15). '

Determinada a segunda onda em importincia, pela
andlise corrclografica dos r}, sua eliminagio pode
ser feita nos. #,, determinando-se novos coeficientes
de correlagio ciclica ‘

N-f N N
S R —E-am cos mrk —Ea,, cos mrk

~-
ar
II

M Na N,

A
e, assim, sucessivamente, até que se tenha eliminado
da variacfio entre os dados téda a parte considerada

relevante por um teste de completicidade.

Exemplificar-se-4 a aplica¢io do método na ani-
lise harménica das precipitages mensais em Pelotas

" (médias de 52 anos), que figuram na Wltima coluna

do Quadro 1:

J r M A M J
1039 1325 1060 1014 1049 1175

J A 5 .0 N D Bema
1051 1178 1281 995 786 . 82,1 12754

Bstes dados sio transcritos em 12 setores corres-
pondentes de dois circulos concéntricos de cartolina,
o menor dos quais pode girar em térno do centro
(Fig. 11).22 '

@A Se N & grande; nfio é ficil desenhar o5 N setores em
cada cfrculo de modo que os raios mos deois circulos se cor-
respondam em cada posigio dn seta, como adiante indicado.
£ preferivel entio, transcrever os dados em coluna em: duvas
tiras de papel guadriculado, em uma das quais, apds o ultimoe
dado, se inscrevem . novamente os I(N/2) + 1 primeiros,
Desenhando uma seta no alto da primeira tira e designando
por 0, 1, 2, as linhas sucessivas na segunda, faz-se corres-
ponder a seta com a linha zero e se multiplicam os ndmeros
correspondentes; anota-se a soma dos produtos, faz-se corres-
ponder a seta com a linha 1 e se repete o processo e, assim,
sucessivamente,
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FIG. 11, Dispositivo pera 0 cdloulo dos coeficientes de
correlagdo ciclica.

Fazendo corresponder o ponto zero do circulo me-
nor com a seta assinalada no circulo maior, a soma
dos produtos dos nimeros correspondentes é

’éaxz 138 421,56

=
Fazendo corresponder o ponte 1 do circulo menor

com a seta assinalada no cucu]o mamr anota-se a
soma dos produtos

i

‘S Ti Loy g = 136 4?’1,4?’.

Passa-se em segnida, ao ponto 2 do cfrculo menor’

e, assim, sucessivamente, obtendo-se

1 1t o ‘
8 al = 188 421,56 8 @ 34, = 196 471,47
V=0 -0 L

=0

i=0

8 :r.+4=135 253,04 S T Ty g =135 92370

11 u )

8 @ Tiyq = 185 912,56 82, 51y = 135 923,70
img =0 . - .
1t . 1 : ‘ -
8.5 Tose = 135 258,04 8 2 misy = 134 09451
-0 . -

it u

S ntien =184 41880 8 zzivu = 186 47147
i=J - . !

~ Notar-se-4 que os resultados se repetem simétri-

1t
camente a partir § .

-

By T+ I(N/D -

_ Apéndice.

S_(“’" ~ B} Tty

H T L
8 1 2i4 4 = 184 412,80 .pr.- Tisg = 134 094,51

-rm— fo = 039?’ 5

Esta - propriedade é geral, como demonstrado no

Para verificar os resultados deve-se observar que
o total das somas dos predutos (incluindo 2z soma
dos_quadrados) deve conferir com o quadrado da
soma, 127542 = 1626645,18 . Tem-se, efetiva-
mente: '

138 421,56 + 2(136 471,47 4 134412,80 + .
+ 134 094,51 + 135253,04 4 135 923,70} +
: +135912,568 — 1 626 645,16.

A soma dos quadrados dos desvios da média e as
somas dos produtos dos desvios da média sio obti-

das, subtréindo a conegﬁo (Nél’ a\) ,IN no caso
1275,42/12 = 135553, 76 , dos resultados acuna

Tem-se, portanto;
S (.r,- ) i

S(xt —E)Tirg— ) = —1 140,96 8 (x; _I)(-T:+S -7 =
= — 1 459,25

_5)2_
sm—amﬂéa=

2 867,80 8 (z, — .ﬂ)(:r.+, —D=
917,71

800,72 8 (i ~ T)(Ti14 —;5) =
369,94 . =
858,80 8(x; — E)(x.ﬂ —z) =
369,84

»

R 300,72 S (zs — 'j(m, ") -
w ~— 1 459,25
S(:r:. -)(£w+so T=—1 140:96 S — D(tigy—7) =
- 91771,. ,

cuja ,soma, salvo erros de' aproximagfo, deve ser
lgual a zero. :

. Dividindo &stes ntimeros por 8z, — _)' = 2 867,80,
obtém-se os coeficientes de correlagio ciclica

a

=l e % qszo'o
e v R

' ‘__.‘——; ég?rig - 0?5;9;?._8 e
e PRY %z 0129 0
o= s 80 gg‘;” ig =018 1. =1y _-:'0,1:29 0

9=y = — 0,608 8°
T”— = 0320 0
A soma “désses “coeficientes, salvo en'os de apro-

=Ty = — 01049

* ximagdo, deve ser lgual a zero,

A anilise do correiograma (Fig. 12) ou o snnples
exame dos coeficientes de correlagdo. ciclica, indica’- -

Pesq, agropec. bras, 3:7-43. 1968
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r, como minimo absoluto, logo a freqiiéncia da onda
de maior amplitude deve ser m/N = 1/2i = 1/6,
que é a freqiiéncia da onda semestral.

1,0 4

0,5 4

alﬂ

FIG. 12. Correlograma das prec:pxtapoes mensais
em Pelotas.

Comparando os coeficientes de correlagio ciclica
com os valores correspondentes de cos mri = cos 60i
{exprimindo o arco em graus), verifica-se a perfeita
concordincia dos sinais respectivos, o que confirma
ser, de fato, a onda semestral a harménica de maior
amplitude: : ' -

i [ 1 2 3 4 5

n 10000 03200 —0,307 0 —0,5088 —0,1049 0,128 0
cor 60i 1,000 0508 —0500 —1000 ~—0,500 0,500

i () T8 9 10 11

4 01251 0,129 0 —0,104 9 —0,508 8 —0,307 9 0,320 0
cos 608 1,000 0,00 —0,500 —1000 ~—0,500 0,00

Note-se que, apesar de ser A = 1/2 —
— g1t = 0,342 2 relativamente considerivel, foi pos-
sivel identificar a harménica de maior amplitude pelo
simples exame dos coeficientes de correlagdo cicliea,
' sem necessidade de iterar o processo.

Embora se possa caleular a amplitude a partir dos
coeficientes de correlagdio ciclica, deve-se voltar aos
. dados originais para determinar o #ngulo fase23

Tem-se a;, = 15,69 (dividindo pbr 52 a amplitu-
de da onda semestral dos totals mensais nos 52 anos)
e A, = 16727 .

A componente p da onda semestral dos coe[:clen-

tes de correlagfio ciclica pode obter-se, multlphcando‘

por 2/N = 1/6 a soma dos produtos dos valores
correspondentes de r, e de cos mri, resultando

1
Py »= 7 X 8,094 &,
2 Ver apéndice, itens 16, 17 e 18,

Pesq. agropec. bras. 3:7-43. 1968

donde

] 5
o ES_x,P 2 86?‘8032( 3,094 5

e 6; = 15,70, a comparar com o valor a, = 1569,
obtido diretamente.

246 511 2

Para eliminar a onda semestral, aphca-se a for-
mula

. N-t N
. ‘é'ox, 1:.-.,.;,—;:1; cos mrk
€= N-1 N
' BUEL
sé'o % 2 m
obtendo-se
A . 91771 — 738,22
te = 1 ?‘, = -
2 867,80 —1 476,45
17949
T 1891,35 0,129 0
. = 402,74 ' ; 17,20
rgm ——t— = - = —
T T 891,35 289 6 15 =7 01,35 = 00124
L 487,60 .  —36828
= Teorgs - 04 = gggrss =0T
= 111765 P
re~ —sargs = 08088 ri=ri=—02607

re=r, = 0814 4 ry= 1y = 0,012 4
o=t =—02895 =11 = 0,129 0,

Salvo erros de aproximagio, a soma dos rt deve
ser nula. Note-se a conveniéncia de conservar o nu-
merador € o denominador dos r;, tal como se féz
com os r;, pois serdo usados no prosseguimento da
andlise.

O minimo abseluto (Fig. 13} é r; = — 0,2895,
indicando m/N = 1/2i = 1/4 como a fregiiéncia
da componente harménica que se segue em impor-
tincia 4 onda semestral.

1,01

0,51

-~1,04

FIG. 13 Correlograma, apds a eliminagdo da onda
semesiral,
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O primeiro ponto de anulamento é § =.1,3 , o que
corresponde a m = N/4i = 2,3, ou seja, a m/N =
= 1/52 . A falta de concordincia desta indicagio
parece decorrer, ndo sé6 da imprecisic do correlo-
grama mas, também, como se ‘verd adiante, da
pequena diferenga entre as amplitudes das ondas qua-
drimestral e anual. ;

— 1/2 — 0,1820 = 0,3180.

A concordincia com os sinais de cos mri = cos 90i

¢ perfeita, como se pode ver édiante.

Tem-se A

i 0 1 2. 3 4 5

' L0000 1200 —0,280 5 00124 0314 4 —0,264 T
cos 908 1 0 -1 0 1 0

§ (O | 8 9 10 11

W —08033 —0,2647 03144 00124 —0285 01200
coz 90% —1 ] 1 ' 0 —1 0

Tem-se

13891,85 X30111
36 -
= 116,374 8,
donde @, = 10,79 , a comparar com ay =10, 75 ,
determinada com os dados originais,
Eliminando a onda gquadrimestral, tem-se

,
Py=—=X3011 1, di=

PR : g 179490 '
o 17 1 391,85 — 693,92

_ 179,49

=0

6‘97’ 43 25T 4
i 291,18 . 17,20
"= s 04176 74 39735 0,024 ‘7
n_ —85648 .. —36828
= 69T 45 0,367 7 r3 697 43 0,528 1
Y —42878 v
Ty = 69?,:43 = 0,6‘07 6 I Ts 0,528 i
p=r =— 03677 Y = r:; = 00247
to=rf = 04175 == 02574,

O minimo absoluto (Fig. 14) é r;y = — 06076 ,
logo, m/N = 1/2i = 1/12 deve ser a freqiiéncia da
terceira onda em importincia (onda anual), o que
¢é confirmado pela concordincia dos sinais de r{ e de
cos 30i:

i 1 1 o2 3 . 4 5

e 10000 02574 04175 00247 —0367 7 —0,528 1
cos 30i 1,000 0,866 0,500 0 —0,500 ~—0,866

i [ 7 8 9 10 1

i —0,607 8 —05281 —0,36T7 00247 04173 0,257 4
cos 80i —1,000 —0,866

—0,500 0. - 0300 0,868

0,51

-1,0
FIG. 14. Cortelograma, apds a etimmap&o da onda
quadrimestral,

Quanto ao anulamento, tem-se i = 3,1, donde
‘m = N/4i = 097 = 1, ou seja m/N = 1/12,4 ==
== 1/12 . . ’

Tem-se !

A=1/2-02233=02767, P, =-f;x3,753 3,

o = 697,43 ?63,753 3 = 72712 7

donde @, == 8,53, a comparar com al = 8,52, cal-
culada com os dados originais.

Eliminande a onda anual, tem-se

_ 179,49 — 377,89 _
697,43 —~ 135,18

ry o

Te '1 . 1]

- 197,90
= Tar,e5 = T 07904
- 74,29 17,20 :
oy = _:_ = My = —l. =
vy 610 08801 1§ = ors = 0,065 7
v  — 8853 o 9I1
12,05
e = = iy = rE -
s '—'—‘ 261,05 0,046 1 ry Ty 0,034 8
== —ours A =1 = 00657
B == 02801 rife = — 0756 4
O minime absoluto sendo r,” = — 0,7564 (Fig,

15), presumir-se-ia que a onda mais importante, apos

. remocBo das trés primeiras, seria a de freqiiéncia
N ks

Pesq. agropec. bras. 3:7-43, 1968
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m/N = 1/2i = 1/2 {(onda bimestral}24; ¢ confronto
com o0s sinais dos cossenos mostra, entretanto, que
nio é esta, mas sim a de freqiiéncia m/N = 1/24
a que se segue em importincia:

i 0 T 2 3 1 3
e L0000 —0756 4 02001 00657 —O173  0,0348
cos 1808 1 -1 1 -1 - 1 —1
et 1300 1,000 —0886  0,£00 0 —000 0868
i -8 7 8 9 0 -1
gt 0,061 00348 01473 00657 02601 —0,756 4
os 180 1 —1 1 —t 1 —1:
cos 150 —1,000 0,806 —0,500 0 0,560 = —0,886
1.0 '|
2,51
e
D

) _5\&/5 & ‘?\yé To, 11

-0,5

aod g LT _
FI1G. 15. Correlograma, apdx a elunma;:ao da onda anual.

‘”'Em\“séis casos, como se v&, o sinal de rl” nfo
‘concorda com o de cos 180i°, 20 passo que em
apenas um case (rq = 0,046 1, cos 8000 =. — 1)
nio concorda com o sinal de cos 150f . Esta discor-
dﬁncna, mesmo em um {nico caso, constitui, eviden-
temente, um indicio da pequena relevincia da quinta
onda e, com maior razio, das demais. E neste ponto
que. cabe fazer ¢ teste de completicidade, que revela
2 desnecessidade de prosseguir o processo, se se de-
seja determinar apenas as harménicas que contribuem
substancialmente na variagfo entre cs dados.

- Notar-se-4 que a indicacdo dada peld minimo ab-
soluto, sébre a freqiiéncia da onda mais importante,
ndo falhou, amda esty.vez: é que sb se dispde de
v correspondenfes a valores inteiros de {, ao passo
gue ‘para a qumta harmdnica o m1mmo devena cor-

" 4

responderiati-= 1,2. L+ et R

" om Quando, como no' caso presente, N & par e m=N/2,
a imporlénc:a da harrnémca de frequéncm m é dnda pelo
débro do” diiadrade da amplitude, visto comb, neste’ caso: .-
uf\rs (a: «_,-)' - ...(aﬂ + n' +a' +° +“(N—!J/s o N"N/t

!

egente, venflcn-se qué 2&5 < o} ", aé mode’ que

6 esta vltimd' % fue 'se segue e ﬁ'nportﬁncla Sl

Pesq, -agropec. bras. 3:75458, 1968

Ccos 1507 1,000

- cob 1568 —1, 000 0,388

O 007l e
R 0459 T

R 1501 —~1,000 - 0,860

D =0226 6,

Quanto ao alllulalmento, temse { = 0,6 , m/N =
= 1/4f = 1/24, indicando corretamente a onda de
maior amplitude. ’

ITERACAO DO PROCESSO

Subsistindo divida sébre a harménica mais rele-
vante apds a remogio das trés Prirﬁeiras, cabe iterar
o processo, determinando-se os coeficientes de corre-
lagiio ciclica de segunda ordem, isto é, os coeficientes
de correlagio ciclica 7" dos coeficientes de cor-.
relagio ciclica ", usando-se o mesmo dispositivo
antes descrito. ‘

Obtém-se

i 0 "1 2 3 4 5
r® L0000 —08169 03998 —0,023 0 —0,134 1 - 0,110 1

—0,866 0,500 ] —0,E00 0,866

i 8 7 8 o 1 1
BYO 00719, 01101 —01341 -00230 0309 8 ~0816 9

—0,500 0 0500 —0,866

A concordincia com os sinais de cos 150i é agora
perfexta, indicando a quinta harménica como a onda
mals importante apds a remogio das trés pr1me1ras

.- Embora sefa_ desnecessirio prosseguir o processo
foram. determinados os coeficientes de correlagiio
ciclica de terceira, quarta e quinta ordens, para que
se possa ter uma idéia da rapidez da convergéncia a
uma onda sencidal simples:

i o 1 2 3 4 5

W 10000 —07564 02801 00357 —0,1473 00348

nh 1000 0.~08109 03998 —00230 —01341 001
N 10000 —0,861 T 05232 —0,153 7 —0,103 5 0,232 %
et 1,000 0 —0,891 7 0,603 5 —0,228 1 —0,126 3 0,372 4

7 T 10000 —0,891 1 05038 —0,1882 —02167 05127
cog 1508 © 1,000 —0868 0500 0 . —0500 0,566

B e 7 8 9 10 1

A" 0081 00348 —01473 00057 . 03801 - 07564
01101 —0,1341 —00230 0399 8 —08189
0,232 5,-0,103 5 —0,153 7  0.523 2 —0,861 7
03724 10,1203 —0,208 1 0,03 5 —0.6017
0512 7 —0218'7 —0,188 2 0,593 8 —0,891 1
~ 0,500 0 0500  —0.865

PO 0,263 5

WO 0,820 0

Tem-se A =12 —o*"=03035, A,=02823,

A, =011 4 e Ay=01359,

DUAS HARMONICAS COM IGUAL AMPLITUDE

Se duas harméniéas de freqiiéncias m/N e n/N,
tém igual amplitude, a,, = @, = a, as harmdnicas
f )
-
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correspondentes dos coefxclentes de correla;ﬁo c1chca
sdo : L :

P, coz mri=P cos mri e P, cos nri=P cog nri, m>n,
Ora,

Dotz

d 'cosm_'-nr:i' N
re
AR IS

. . m
€08 mri -+ c08 Nri = Zcos

nra’=90° e m—”ri=90°.

O primeiro anulamento corresponde, pois, a

m+n
2

m
anula-se para

ri=80". ou i =180j(m+ﬂ) r=N/.e(m+n)

Pode-se verificar que cos mri + cos nri & decres-
cente neste ponto, passande-pois, de valores positi-
vos a valores negativos. Efetivamente, fazendo

+ A,

m em radianos, SUEIRe
. E -

tem-se, sendo Al convementemente pequeno em va-
lor absolute,

rm + LTn
cos -
m+n m+n
*n )
m+nt’

visto como, para pequenos valores de Ai,

co3 mrf + cos nri o2 cos

. Tm .
—rAz(m sen + 5 sen
m -+ n .

sen mr Ad < mr A, sen nrAuvaa, '
‘cos mr/_\.a,ucos nrAfeL,

Mas, sendo

rm + xR
L
m+n m+n T
vem a ser
sen —— sen ——— | o3 cog —2 <0
(] Y - —
m-+tn m+n' T m<4n m-+n !
pois —i_ & T/%, pOr ser n%m "Resulfa .que
m+n ' : ' _

. . . TN

cos mri + cos nri o — rA:(m+n) senm+n
tem, na vizinhanga do primeiro ponto de anulamento,
sinal contririo- ao de Af, sendo "pois,' positiva A ‘es-
querda e negativa A direita;: em ontras palavras,
cos mri -+ cos nri é decrescente no primeiro ponto
de anulamento, passando de valores posltlvos a va-
lores negativos.

Presumirse-la que o minimo correspondesse ao
dobro do valer relativo ao primeiro ponto de anu-
lamento, como ocorre normalmente,-isto é a

2y
(m ~+n) r
to, aplicando o mesmo processo acima, que nesse
ultimo ponto cos mri -+ cos nri é crescente, O mi-
nimo deve estar situado, pois, entre { = 180/(m +
n)r = N/2(m -} n), correspondente ao primeiro

= N/(m 4 n). Pode-se veﬁficar, entretan;-

- cos 90§ —1 0 0

anulamenfo, ei = 360/(m + n)r = N/(m + n)
que, em casos normais, indicaria-g minimo. . . .

" Conclui-se que, no caso de’duas harménicas pre-
dominantes, com jguais amplitudes, o primeiro ponto
de anulamento deve indicar I/4i = (m 4 n)/2N
como a freqiiéneia’ da onda” predommante, e 0 mini-

-mo absoluto indicaria.1/2 > (m +. n)/2N mais

proxima da maior freqiiéneia, . - ui | L

Como -ilustracio, depois de ellmmadas as - ondas
‘semestral e quadrimestral,- obtendo-se by

17949 S 291 15 1,20
1’ - 1 B L 8’ - ra" -
- B0TA3. L BOTA3 . 60743,
‘ — 256,42 "= 368,28 — 42373 o
Lot = 15" = — rg’” = ete,s ., L0
697,43 697,43 697,43

introduzir-se-4 uma onda quadrimestral com 2 mesma
amplitude da onda anual, Tem-se - of =.o} =
= 72,680 2.¢ o8 novos coeficientes de correlacfio. cis
clica - sdo obtidos- dos. coeficientes correspondent::s
acima transcritos, somando - Nalf/2 =:4385.78.a0 des
nominader e 435 78003 mrk = 435 78cos 90k 20
denornmador. B e

1,0

0,51

o N\
T

et : SR e

FIG. 16. Duas on&aa com igual amplitude.

Como se vé no correlograma (Fig. 16), o primei-
ro ponto de anulamento, i = 1,5, indica 1/4{ = 1/6
como a fi’equencm da onda mais importante, ao pas-
50 que ¢ minimo, i = 2, aponta para m/Nn_

= 1/2i = 1/4, que coincide com.a onda pred mi-
nante de maior frequéncm ?

ot

: i LU
O confronto com OS Slnal.&‘ dOS COSSEDOS COrIGSPOn'

dentes 4 onda quadrunestral é perfelto, como se poda :
ver adiante: -

I ET 2 g g b
& 10000 0158 § —0.127 ¢ 0015 2 0 158 :t.-o 326 ¢
cor 900 1 0 i
. . : 4 . 'n‘[‘l
i T, 8 9. 0. 1

BEAIRH

(r‘-")’ —0,758 b —0,325 0 0.158 3 6.015 2 —0127 ﬁ 0.158 4
-0
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Ainda neste caso, como se vé, © minimo absoluto
deu indicagdo correta, localizando, entre as duas
ondas de maior amplitude, a,de maior freqiiéncia.

PROCESSOS PRATICOS DE CALCULO

O processo de cileulo {lustrado na parte inicial do
presente trabalho (Marcha da Anilise) pode ser sim-
‘plificado, tirando-se partido de que os valores dos
cossenos € dos senos, necessirios para o cilculo dos
p ¢ dos q, se repetem, com o mesmo sinal ou com
sinal contririo. O processo sistemético de cdleulo que
dai resulta, podende servir para a preparagio de
um programa para computador, encontra-se em
Brocks e Carruthers (1953), § 18.3, para N =='12
e N — 24,

Um segundo processo, baseado no ndve conceito
de ‘coeficiente de correlagio ciclica, é também ilus-
trado neste trabalho (Andlise Harménica e Correla-
¢io Ciclica), permitindo a determinacio das diver-
sas harmdnicas na ordem de sua importincia e a
eliminacio de cada uma delas sem voltar aos dados

- originais (Apéndice, itens 16, 17 e 18).

Um terceiro processo pode ser elaborado, a partir

da férmula (Apéndice, item 13):

A% 0o, 8 L
al, =J\-—"[;§ax! + 2 s % %y cos mr(j --‘i,)],
que pode ser escrita na forma

N-t fN~k=]

4L )]
O =17 ‘§Od+2k§1 ‘é'o Ti Tivx ) cos mrke |,
au, ainda, fazendo i

Nek={ N=i

2 8 1.‘:1.7.‘+;,==Rk, SI§=R0
im0 =0

4}\'-!

a’, =F’180R" cos mrk,

x; representando desvio em relacio & média arit-.’

- mética.
" Tem-se ‘ -
’ i} C Nt
: t‘go Bi=0,
o que permite verificar a corre¢io dos cdlculos.
Pode-se proceder com os Ry da mesma forma in-
dicada para os Ry correspondentes acs coeficientes de
porrelagﬁo ciclica, mas parece nio ser possivel elimi-
nar as harménicas sucessivas sem recurso aos dados
originais, _
Os dois Wltimos processos podem ser, também,
_programados para. computador, sendo indicados no
caso em que o niunero N de dados & considervel,
desejando-se determinar, apenas, as harmdnicas mais
importantes. o ' '

Pesq. agropec.. bras. 3:7-43. 1968

- OUTROS METODOS DE ANALISE
PERIODOGRAFICA

A anilise harménica & apenas um dos métodos de ,
andlise dos fenbmenos periddicos, alids o mais simples
e mais bem sistematizado.

Muitas vézes, o periodo fundamental é claramente
indicado pelas condi¢des fisicas do fendmeno, como

.ocorre com o curso anual de chservagbes meteorold-

gicas. Pode acontecer, entretanto, que ondas senoi-
dais cujos perfodos nio sdo submiltiples de ano
interfiram no curso de um fenémeno periddico.
Suponhamos, por exemplo, que uma onda anual
se combine com uma onda de periodo igual a nove
meses; uma andlise harménica, com perfodo funda-
mental de doze meses, nfo poderia revelar a existéncia
da segunda onda, de periodo igual a nove meses.
Neste caso, a determinagio da segunda onda e de
suas possiveis harménicas, poderia ser feita subme-

tendo 4 andlise harménica os dados originais

reagrupados em periodos de nove meses.

Teriamos assim,

HOR O MOA M I N A&
0, Ny Dy I Fr2 My A, Mg T
T, Ay Be 02 Ny D I3 F3 My
A My J3 Tz Ay By O Np DIy

T, Ta Ta Ts T Te Tr Ty T

onde as letras indicam os meses e os indices anos
consecutivos. O ntmero total de meses deve ser
maltiplo comum de 9 e 12, isto ¢, de 36.

Os totais das nove colunas s3o, entio, submetidos
4 andlise harmonica, com os valores apropriados dos
cossenos e dos senos, para o cilculo das amplitudes

" e dos Angulos fase.

O problema complica-se se ocorrem ondas de
periodo  desconhecido. Métodos especiais  foram
elaborados para a resolugio do problema (ver
Conrad & Pollak 1950, Brooks & Corruthers 1953),
entre os quais o do periodograma de Schuster. Rea-
grupando cada vez os dados originais em periodos
arbitririos, determina-se para cada periodo e seus
submiiltiplos as amplitudes das ondas respectivas.
Representando num gréfico os periodos em abscis-
sas e as amplitudes (ou seus quadrados) em ordena-
das, obtém-se o periodograma. Os méximos relativos
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da curva assim obtida indicam que na sua vizinhanga
devem existir ondas reais, que uma anélise minuciosa
na regifio correspondente permite localizar.
A melhor solugdo obtida até agora para o problema
¢ o método desenvolvido por Fuhrich {Conrad &
Pollak 1950), baseado nos coeficientes de autocorre-
lagio de ordem 1, 2, N — k. Repetindo o processo,
a amplitude da onda mais conspicua tende a 1 e as
demais tendem a zero, conservando-se o periodo de
cada onda. Determinado o periodo da onda mais
conspicua, volta-se a considerar a sucessdo original
para determinar a amplitude e a fase. Elimina-se,
em seguida, o efeito da onda assim determinada da
sucessdo original e se repete o processo, determinando
-se a onda seguinte, na ordem decrescente das
‘amp]itudes e, assim, sucessivamente.
Se as duas ondas mais conspicuas tdm a mesma
amplitude, a convergéncia do processo é retardada.
Neste caso, substitui-se 4 fGltima sucessio obtida

I;, Ty, T3, ., x,, @& Nova sucessio zp — ), Tp — -
' ot ' . 3600 360°
— Ty, -.. Th — Tp.y 05 perfodos —— , ——
fi s

das diversas ondas ndo se alteram, mas as
amplitudes das ondas mais conspicuas, de igual

1y )

amplitude, tendem a sen =+ sen ) etc., e as das

demais tendem a zero.25

Embora o métedo de Fuhrich tenha relegado a
segundo plano os métodos baseados na anilise
harménica, nos casos mais gerais em que se des-
conhece o periodo fundamental do fendmeno, pode-
-se aplicar a anglise harménica para facilitar a
construgdo das sucessdes derivadas da sucessio
original (Conrad & Pollak 1950, § 14.6).

Baseando-se nas idéias de Von Mises, Fuhrich
nega possibilidade de submeter as amplitudes de-
terminadas pelo seu método a testes de significincia,
limitando-se a submeté-las a testes de completicidade,
cujos detalhes o leitor interessado encontrard em
Conrad e Pollak (1950), § 14.2.1.

NOVAS PERSPECTIVAS

Em tudo que precede, o fendémeno periddico foi
considerado como resultado da interferéncia de ondas
senoidais permanentes {com amplitude, pericdo e
fase constante) e de perturbagdes de cardter aleatdrio.

A situagfio complica-se se as caracteristicas das
ondas senoidais variam, se algumas delas se amortecem

% f ¢ a freqiéncia angular da onda, f=2360/¢, onde
t é o periodo, ) :

. 33

ou desaparecem (ondas transitérias}, outras tém pe-
riodo crescente, outras, ainda, sofrem variaches de
fase. '

Em 1927, Yule chamou a atengfio para os fenéme-
nos auto-regressivos, em que uma variagio casual,
uma vez ocorrida, se incorpora ao sistema, comportan-
do-se dai em diante, como se fisse uvm elemento
sistemético. ' ’ '

Os grandes éxitos alcangados no passado na supe-
ragio das ‘dificuldades que se apresentavam no
estudo dos fendmenos periédicos, nio deixam divida
de que as novas dificuldades serfo, também, supe-
radas.
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HARMONIC ANALYSIS

Abstract

The theoretical foundation of the harmonic analysis and its calculation procedure are presented.

An example is studied, in which the variance was not independent of the mean, and thus the data were
not normally distributed. In spite of this, the contrasts necessary to the harmonic analysis have. shown
homogeneity of variance. This has permitted the direct processing of the data (monthly " precipitations at
Pelotas, Ric Grande do Sul, Brazil, 1900/51).

- In another example, the data were submitted to an earlier transformation, to normalize, presumably, the
distribution, then the transformed data were analysed (monthly precipitations at Morro Velho, Minas Ge-
‘rafs, Brazil,- 1855/1951). :

The stability of the harmonic components of the monthly precipitations at Pelotas was tested by the
variance analysis method. The waves with periods of six, four and twelve months were significant in regard
to their variation between years. The secons and the third harmonics were predominant in the yearl
course of the monthly precipitations {maxima at February and September}. The completeness test reveals
that 91.2% of the variation of the monthly precipitation means was accounted for those three waves.

Since yearly data concerning the monthly precipitations at Morro Velho were not available to the
"guthor, it was impossible to submit them to a stability test. Practically all the yearly variation of the month-
ly precipitation means {99,3%) resulted from the yearly wave, which was to be antecipated in a continen-
tal tropical climate. .

Two original contributions are made in this paper: the establishment of the distribution of the differ-
ence between the squares of two amplitudes and the introduction of the concept of cyclic correlation
coefficient. The latter is not to be confounded with the known serlal correlation coefficient. That new
‘concept i applied in the adaptation of the Fuhrich’s periodographycal method to the harmonic analysis,
permitting the isolation of the harmonics in the order of their importance, as measured by their amplitudes.

Pesq. dgropec. bras. 3:7-43, 1968
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APENDICE

" Fundamentos trigonométricos

1. A soma dos cossenos de uma sucessio de arcos
em progressdo aritmétrica é dada pela férmula '

cos @+ cos{a -+ )+ cos(a+ 27) + ...+ cos la+
: senﬂcos(a-l-nhlr
+{n—I)r] = -
sen-—

2
Tem-se, efetivamente, .
sen(a+'ir+-r-) ;sen(a+ir :-) =
5 + 5) =

=2 sen%—cos (@ 4 @) -

" Fazendo, sucessivamente, = 0,1, 2,
=1, tem-se

7 T P
en (a + ?) — Sen (a__-? ?) =2 sen —- €08 @

“sen (a + %) — sen (a +%)= .%,’ sen%cos (q’+'r)

ces I

&

&r | 8ry - r
LI TS Y Z2sen—
sen (a-l— 2) 8en (a-l- 2) senzcos(a(+2r)